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INTRODUCAO

Imaginemos, a principio, o seguinte problema: Um feirante foi questionado sobre a
quantidade de laranjas que ele possuia. Em resposta, ele falou: ao dividir essa quantidade por
7, obtém-se resto 5; ao dividir por 11, obtém-se resto 7; por fim, ao ser dividida por 13, obtém-
se resto 3. E possivel determinar a cardinalidade desse conjunto de laranjas?

Por meio de alguns problemas cotidianos, como o que fora apresentado, surgiu o
Teorema Chinés dos Restos. Como 0 nome propde, esse Teorema, segundo Santos (2017), fora
formulado na China. Fora apresentado, pela primeira vez, no livro Sunzi's Mathematical Classic
(século 111), pelo matematico Sun Tzu. Esse problema levou, mais tarde, alguns outros
matematicos a estudarem suas aplicaces e casos especiais. Dentre esses, alguns bastante
conhecidos na atualidade, como é o caso de Fibbonacci.

Mais adiante, no corpo deste trabalho, iremos apresentar a no¢ao de congruéncia médulo
n, que, como explica Santos (2017), fora introduzida ao Teorema Chinés dos Restos por Carl
Friedrich Gauss. O uso e conhecimento da definicdo e representacdo de congruéncia sera de
suma importancia para a compreenséo da ilustracdo do Teorema, bem como sua prova, e, ainda,

da resolucdo do problema descrito no inicio.
METODOLOGIA

O presente trabalho € fruto de um projeto de Iniciacdo Cientifica ja concluido, intitulado
"Introducéo & Teoria de Anéis" e vinculado ao PET — Matematica e Estatistica, da UFCG.
A priori, este trabalho fora desenvolvido com o intuito de compreender como o Teorema

Chinés dos Restos é aplicado em situacdes cotidianas que envolvam divisibilidade e
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congruéncia. Para tanto, procuramos abordar o tefia‘de maneira clara e objetiva, analisando os

resultados presentes nas obras citadas nas referéncias, por meio de uma pesquisa bibliogréfica,
e selecionando os de maior relevancia para o contexto do trabalho.

O método utilizado para estudo do tema fora 0 mesmo do projeto de pesquisa:
exposicdes semanais de seminarios, sobre temas inclusos na Algebra. Apds esse estudo, fora
utilizada a Dissertacdo de Mestrado de Santos (2017, p.1) para incremento da nota historica.

Quando esses materiais foram analisados, fora construido, entdo, o alicerce para o
desenvolvimento deste trabalho. Objetivando, desde o inicio, apresentar as ferramentas
necessarias para a compreensdo da prova do Teorema Chinés dos Restos, bem como sua
aplicacdo no problema proposto e, acima de tudo, a contribuicdo para a pesquisa cientifica.

A motivacdo para a escolha do tema partira de estudos de temas tangentes, realizados

na pesquisa da Iniciacao Cientifica.

REFERENCIAL TEORICO

Para o desenvolvimento deste trabalho, a literatura utilizada fora dois livros de Algebra
e uma dissertacdo de Mestrado Profissional. Todos esses com foco em Teoria dos Nameros e
Aritmética Modular.

Antes de enunciarmos o Teorema Chinés dos Restos, serd necessario, sobretudo,
apresentarmos a definicdo de divisibilidade e congruéncia modulo n e, ainda, alguns lemas.
Estes anteriores sdo topicos fundamentais no estudo da Teoria dos NUmeros e, no contexto deste
trabalho, também serdo de suma importancia para a demonstracdo do Teorema. Todos 0s
resultados que seréo apresentados aqui podem ser consultados nas referéncias. Recomendamos
Domingues e lezzi (2003) para uma abordagem mais detalhada do tema.

A prova do Teorema fora baseada na obra de Niven et al. (1991), no entanto, buscamos
torna-la mais didatica, de modo que o leitor consiga, em uma primeira leitura, compreender a

sua esséncia.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Definicdo de divisibilidade: Sejam a e b inteiros. Diz-se que a divide b se € possivel
encontrar c inteiro tal que b = ac. Para indicar que a divide b, usaremos a|b.
O Méximo Divisor Comum de dois nimeros inteiros a e b seré denotado por mdc(a, b).

As seguintes propriedades de Divisibilidade e Méaximo Divisor Comum serdo utilizadas ao
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longo do trabalho. Para mais detalhes, véjﬁ, boﬁ&é%é‘m‘plo, Domingues e lezzi (2003).

Propriedades:
(i) ala;
(ii) Se a|b e a|c, entdo a|(bx + cy),comx,y € Z;
(iii) Se a|b e c|d, entdo ac|bd.
(iv) Relacéo de Bezout: Para quaisquer inteiros a e b, existem inteiros x e y taisque d = ax +
by é o méximo divisor comum de a e b.
Definicao de congruéncia: Sejam a e b nUmeros inteiros quaisquer e n um inteiro estritamente
positivo. Diz-se que a é congruo ab médulonsen| (a — b),istoé,sea — b = ng, para
algum g inteiro. Para indicar que a é congruo a b médulo n, usaremos a notagdo
a = b (modn).
Lemal: Sejama,b € Zen € Ntaisquemdc(a,n) = 1.Entdoacongruénciado tipoax =
b (mod n) tem solugdo x, € Z.
Demonstragdo: Se mdc(a,n) = 1, entdo, pela relagio de Bezout, existem x,y € Z tais que
ax + ny = 1.
Multiplicando a igualdade por b, temos
a(xb) + n(yb) = b
a(xb) — b = n(—yb).

Logo, (xb)a = b (mod n) e, assim, x, = xb é solucdo da congruéncia. |
Lema 2: Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1.Sea|ceb|c,entdoab | c.
Demonstracéo: Pela Relacdo de Bezout, existem x,y € Z tais que

ax+ by=1
Multiplicando a igualdade por ¢, obtemos
(ac)x + (bc)y = c.

Como a | a e, por hipétese, b | c, entdo ab | ac e, portanto, ab | (ac)x. Analogamente,
b | b e, novamente, por hipotese, a | ¢, entdo ab | (bc)y. Logo, ab | [(ac)x + (bc)y], ou seja,
ab | c. |
Teorema Chinés dos Restos: Sejam bq,by,..., by € Z € nq,ny,...,n, €N tais que
mdc(n;,n;) = 1,comi # j. Entdo o sistema de congruéncias

x = by (mod ny)
(x = b, (mod n,)

X = by (.mod ny)
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tem uma (nica solucéo x, € Z, com 0 < x, ZORem quen = ny n,...n,. Além disso,
S={xo+ kn: k € 7}

€ 0 conjunto das solugdes deste sistema.

Demonstracao: (Existéncia) Sabemos que
e Zemde(=n) = 1,i =1,2,...,k.
n; n;
Logo, pelo Lema 1, para cada i existe r; € Z tal que

n
n r; = 1 (modn;).

Dai, multiplicando a congruéncia anterior por um b; € Z, obtemos:
n
—r1;b; = b; (mod n;).
n;
. . ~ n
Sei # j,entaon; | wTi

n
E‘ri = 0 (mod n;).

Assim, considere

k
n n n n
Xg = Z— Tibi = —lel + —szz +...+ —kak-
—n; ny n; ny

No somatdrio anterior, apenas o termo % r;b; ndo é maltiplo de n;, comi # j. Entdo,

n
X _Tibi (mod nl-).
n;
Mas =7; = 1 (mod n;). Assim,

n;

X9 = b; (modn;), paratodoi = 1,2,...,k.

Dessa forma, x € solucdo do sistema de congruéncias.

(Unicidade) Sejam x4,x, € Z duas solucbes do sistema de congruéncias, com 0 < x; <
x, < n. Entdo, x; = x, (modn;), para todo i = 1,2,...,k. Pelo Lema 2, x; =
x; (mod n),istoé, n| (x; — x,).Como0 < x; — x, < n,temosx; = x;. [ |

Agora, apos a apresentacdo desses resultados, temos as ferramentas necessarias para a
resolucéo do problema proposto na introducdo:
Em primeiro lugar, para podermos utilizar o Teorema Chinés dos Restos, iremos

reescrever as informagdes dadas no problema como um sistema de congruéncias:

x =5 (mod 7)
x =7 (mod11)
x =3 (mod 13)

Entdo, temos by =5, b, =7,b3=3,n=7,n,=11,n3 =13 en=1001.Como
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mdc(#ﬂ) = mdc(143,7) = 1, podemos encontrar ry, r, e r5 através do método das

divisdes sucessivas (para mais detalhes, veja Domingues e lezzi (2003, p. 41)):
143 = 7- 20 + 3
7=3-2+1
3=1-3
Dai,
1=7-3-2=7-(143-7-20)-2=7-(143 -2-7-20-2)=
=7 -41 + 143 - (- 2).

Assim, podemos escolher r; = - 2. De modo anélogo, podemos escolher, também,
r, = 4erz; =- 1.
Logo,

xo=11-13-(-2)-5+7-13-4-7+4+7-11-(-1) - 3 = 887

¢ a unica solucdo entre 0 e 1001. Portanto, x, = 887 é a menor solugdo positiva do problema.
CONSIDERACOES FINAIS

Como fora ilustrado ao longo deste trabalho, o0 Teorema Chinés dos Restos pode ser
aplicado para resolver sistemas de congruéncias nos quais suas equacgdes possuem maodulos
primos entre si dois a dois, ou seja, mdc(n;, n;) = 1. No entanto, um questionamento que pode
ser levantado acerca do tema é: E quando o mdc(n;,n;) > 1?

Para a resolucdo de problemas com sistemas de congruéncias que apresentam
mdc(ni, nj) > 1, existem topicos no conteddo de Equacdes Diofantinas Lineares que auxiliam

na determinacdo de uma solucéo geral para esses casos. Deixamos a cargo do leitor que tenha
interesse na area, a procura desse item nas referéncias, para o desenvolvimento de futuros

trabalhos.

Palavras-chave: Teorema Chinés dos Restos, Congruéncias, Sistema de congruéncias,

Divisibilidade, Maximo Divisor Comum.
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