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THE FIBONACCI SEQUENCE AND THE AUREA REASON

Resumo: O universo com sua imensiddo e harmonia provocam no homem um
guestionamento, resultando em constantes procuras por fundamentos que justifiguem
tamanha simetria do meio em que vivemos. Para desvendar essa perfeicdo existente no
universo temos a matematica como ferramenta primordial para auxiliar nesse processo de
solucdes, propondo combinacdes e relacdes numéricas. A proporcdo aurea ou razao
aurea é estudada e aplicada desde as civilizagdes mais antigas (Contador, 2007), sendo
observada em diversas manifestacées na natureza e até no corpo humano. Esta razao foi
observada no estudo de Leonardo Fibonacci. Uma de suas principais obras é o livro
abaco (Liber Abaci) publicado em 1202. Em [1], Boyer afirma que este livro foi importante
na transmissao do sistema de numeracao hindu-arabico nas camadas cultas da Europa.
Segundo boyer[1] (1974), no livro Abaco de Leonardo, no capitulo 12, destaca-se o
problema relacionado a reproducéo de coelhos, onde o mesmo detectou a existéncia de
uma regularidade matematica. Lancando a seguinte pergunta: “Quantos pares de coelhos
podem ser gerados de um par de coelhos em um ano?”. Este estudo esta organizado em
cinco partes, sdo elas: Historia de Fibonacci; Origem e definicdo da sequéncia de
Fibonacci; Definicdo da Razdo Aurea; o retangulo aureo e suas aplicacdes, e algumas

consideracdes sobre a contribuicdo de Fibonacci.
Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci, proporcéo de ouro, retangulo aureo.

Abstract: The universe with its immensity and harmony provoke in man a questioning,
resulting in constant searches for foundations that justify such a symmetry of the

environment in which we live. To uncover this perfection in the universe we have
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mathematics as a primordial tool to aid in this process of solutions, proposing
combinations and numerical relations. The golden ratio or golden ratio is studied and
applied from the earliest civilizations (Contador, 2007), being observed in diverse
manifestations in the nature and even in the human body. This reason was observed in
the study of Leonardo Fibonacci. One of his major works is the abacus book (Liber Abaci)
published in 1202. In [1], Boyer states that this book was important in transmitting the
Hindu-Arabic numbering system in the cultured strata of Europe. According to Boyer [1]
(1974), in the book Abaco by Leonardo, in chapter 12, the problem related to the
reproduction of rabbits is highlighted, where it detected the existence of a mathematical
regularity. Casting the following question: "How many pairs of rabbits can be raised from a
pair of rabbits in a year?". This study is organized in five parts, they are: History of
Fibonacci; Origin and definition of the Fibonacci sequence; Definition of the Golden Ratio;
the golden rectangle and its applications, and some considerations about the contribution
of Fibonacci.

Key words: Fibonacci sequence, gold ratio, golden rectangle.
1. Introducao

O universo com sua imensiddo e harmonia provocam no homem um questionamento,
resultando em constantes procuras por fundamentos que justifiguem tamanha simetria do
meio em que vivemos. Para desvendar essa perfeicdo existente no universo temos a
matematica como ferramenta primordial para auxiliar nesse processo de solucoes,
propondo combinacdes e relagbes numéricas. A proporcado aurea ou razao aurea €
estudada e aplicada desde as civilizacbes mais antigas (Contador, 2007), sendo
observada em diversas manifestacdes na natureza e até no corpo humano. Esta razéo
representa a mais agradavel proporcdo entre dois segmentos ou duas medidas. Os
gregos antigos a designavam como “divisao de um segmento em meédia e extrema razao”
ou simplesmente “secc¢ao’.

Esse trabalho tem como proposta apresenta uma das mais interessantes sequéncias da
Matematica, as chamadas sequéncias de Fibonacci, bem como, a sua relacdo com a

razdo Aurea, um nUmero irracional que surge na natureza e nas variadas areas da
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ciéncia. O objetivo geral € apresentar a histéria de Fibonacci, sua descoberta que levou a
razdo aurea, exemplos dessas sequéncias, bem como, o processo de demonstracao
usado pelos estudiosos da &rea visando provar essa verdade matematica, descoberta no
século Xl e, até hoje, conhecida como razdo aurea. Bem como demonstrar o retangulo
aureo e algumas observacgdes dele em objetos do nosso dia-a-dia.

Este estudo esta organizado em cinco partes, sao elas: Histéria de Fibonacci; Origem e
definicdo da sequéncia de Fibonacci; Definicdo da Raz&do Aurea; o retangulo aureo e suas

aplicacoes, e algumas consideracdes sobre a contribuicdo de Fibonacci.
2. Histéria de Fibonacci

Segundo Boyer[1l] (1974),Leonardo de Pisa, nasceu em Pisa na Toscania (Italia) em
1170, e ficou conhecido como Leonardo Fibonacci devido ao fato de Fibonacci ser um
diminutivo de Fillius Bonacci, que queria dizer filho de Bonacci, pelo que o nome de seu
pai era, Guilielmo Bonnacci. Foi considerado o mais talentoso matematico de sua época,
e viveu até os 75 anos.

No inicio do século Xll, Pisa era um dos grandes centros comerciais italianos, tais como
Génova e Veneza, e tinha varios entrepostos comerciais pelos portos do Mediterraneo. O
pai de Leonardo ocupou o lugar de chefe de um desses entrepostos, no norte da costa de
Africa e foi l4 que Leonardo iniciou os seus estudos de matemética com professores
islamicos. Viajou pelo Mediterraneo adquirindo o conhecimento matematico do mundo
arabe. Entrou em contato com os procedimentos matematicos orientais, com os méetodos
algébricos arabes e o0s numerais indo-ardbicos e assimilou numerosas
informacdes aritméticas e algébricas.

Convencido da superioridade préatica desse sistema de numera¢cdo em comparacado com o
sistema de numeracdo Romana, tanto para os calculos como para a escrita, por volta de
1202, quando regressa a sua cidade natal, publica a sua mais famosa obra intitulada
Liber Abacci (livro do abaco). Onde segundo Boyer[1] (1974), este ndo € um livro somente
sobre abaco, é um tratado muito complexo sobre os métodos e problemas algébricos em
gue o uso dos numerais indo-arabicos é fortemente recomendado.

O livro trata de assuntos aritméticos e algébricos e, com certeza foi um grande difusor

pela Europa do sistema indo-arabico. Os inUmeros capitulos que integram a obra retratam
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a leitura e escrita desses numerais, assim como a resolugcdo de varios problemas
relacionados ao calculo de inteiros e fracdes, e problemas de geometria e quanto a
permutacdo de mercadorias.

O problema mais famoso entre todos os seus tratados é o que deu origem a sequéncia
numérica 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,..., hoje conhecida como Sequéncia de Fibonacci.

3. Origem e definicdo da sequéncia de Fibonacci

Segundo boyer[1] (1974), no livro Abaco de Leonardo, no capitulo 12, destaca-se o
problema relacionado a reproducéo de coelhos, onde o mesmo detectou a existéncia de
uma regularidade mateméatica. Que consiste em um homem por um par de coelhos num
lugar cercado por todos os lados por um muro. E se deseja saber quantos pares de
coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se, supostamente, todos os

meses cada par da a luz um novo par, que é fértil a partir do segundo més.

Considerado as condi¢des do problema, vejamos o processo de reproducéo a cada més:

. No primeiro més nasce apenas um casal;

. Casais amadurecem e reproduzem-se apenas apos o segundo més de vida;
. N&o ha problemas genéticos no cruzamento consanguineo;

. Todos os meses, cada casal fértil da a luz um novo casal;

. Os coelhos nunca morrem.

Considerando as condi¢des estabelecidas para o problema, o processo de reproducéo, a

cada més obedece a configuracéo indicada na tabela 1.

Tabela 1 — Crescimento populacional da espécie investigada.

Més Casais adultos Filhotes Total

1
1
2
3
5
8

Wl N | | O]

0
1
1
2
3
5

o O b~ W N
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7 8 5 13
8 13 8 21
9 21 13 34
10 34 21 55
11 55 34 89
12 89 55 144

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 1: Esquema ilustrativo do cruzamento dos coelhos.

Numero de Pares

&
DY o
Forusd 1

Fonte: https://goo.gl/owGnSu, 2018

Concluindo, o numero de pares de coelhos em determinado més, é a soma dos pares de
coelhos existentes nos dois meses anteriores a este.
Os resultados das observacdes motivou Fibonacci a definir a seguinte sequéncia: (1, 1, 2,

3,5, 8, 13, 21, ...), a qual ficou conhecida como sequéncia de Fibonacci.

Nessa dire¢do, o modelo matematico que representa a situagéo é dado por:
1,n=1,
F(nN)=Fn= | 1,n=2;

Fn1+ Fn2, N >3, onde n € um niimero natural maior ou igual a 3.

EDUCAGAO E RESISTENCIA: A FORMACAO DE PROFESSORES EM TEMPOS DE CRISE DEMOCRATICA ~ Organizagdo  Realizagéo  Apoio

8 &

FORUMNACIONAL it CAPES


https://goo.gl/owGnSu

g V” ENALIC 05a07/12/18

VIl ENCONTRO NACIONAL DAS LICENCIATURAS
VI SEMINARIO DO PIBID
| SEMINARIO DO RESIDENCIA PEDAGOGICA

FORTALEZA - CE

Essa relacéo é a lei associativa que representa a Sequéncia de Fibonacci, anteriormente
explicitada.

A referida Sequéncia consiste numa sucessao infinita de nimeros que obedecem a um
padrdo, em que cada elemento subsequente é a soma dos dois anteriores. Assim, apés 0
(zero)e 1,vém1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, etc.

4. Definicdo da Razdo Aurea

Nessa secdo, sera definida uma intrigante constante da mateméatica, o numero de ouro,
dai surge & razao aurea.

A razao aurea, conhecida também como segmento aureo ou propor¢cao aurea, representa
a mais agradavel proporcéo entre duas medidas. Os gregos antigos a designavam como
“divisdo de um segmento em média e extrema razdo” ou simplesmente ‘sec¢do”. No
comecgo do século XXI acertou-se identifica-la pela letra grega ¢ (phi) (Ié-se: Fi), em

homenagem ao responsavel pelo templo grego Parthenon, o arquiteto e escultor Phidias.

Podemos chega a razdo aurea através da demonstracao:

Consideremos que a m(AC) = 1 unidade, m(AB) = X e a m(BC) = 1-X.

Figura 2: Segmento aureo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Obtemos entéo a divisdo de um segmento em média e extrema razao:

miAC) _ miAB)

miAE) T om (BC)
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Aplicamos a propriedade fundamental das proporgées. O produto dos meios é
igual ao produto dos extremos, obtendo uma equacdo de segundo grau:

X2=1-Xx >x2+x-1=0
Resolvemos a equacao e encontramos duas raizes:

—b +Vb?*— dac
::'. =
2a
W= J@OTEL (D)
2.1
—1++1+4
x =
2
-1:5
X =
Desprezamos a raiz negativa e calculamos a razao phi = 1/x para obter:
= — ~1,61803398875..., que € o numero phi, denominado numero de ouro.

1
BFl =
phi = —

Convém observar que, sendo irracional, o numero de ouro é um numero decimal infinito e
nao periodico. Assim, qualquer representacao finita de phi € uma aproximacdo e nao o

valor do numero de ouro.
5. O retangulo aureo e sua aplicacoes
O retangulo aureo € uma figura esteticamente agradavel aos olhos. Ele apresenta o0s seus
lados na razdo aurea, isto e: a/b = 1,618... O Partenon Grego, construido por volta de 447
Organizagdo Realizagdo Apoio
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e 433 a.C, templo representativo de Péricles contém a razdo de Ouro no retangulo que
contém a fachada e que Phidias foi o escultor e o arquiteto encarregado da construcao
deste templo. Muitos pintores do Renascimento também fizeram uso desse retangulo em
suas obras e trabalhos. Citando alguns exemplos temos: O Sacramento da Ultima Ceia,
de Salvador Dali, onde as dimens&es do quadro sao aproximadamente 270 cm x 167 cm,
gue estdo numa razao aurea entre si. Também temos a obra de Mona Lisa (La Gioconda),
feita em 1505, como o quadro A anunciacao, feito em 1472 ambos do pintor Leonardo da
Vinci onde podem ser observados os retdngulos aureos. Uma obra arquitetbnica
importante é a Catedral de Notre Dame de Chartres, na Franca, considerada a rainha das
catedrais goticas, a Fonte em pedra e luz de toda uma Feé.

Figura 3: Os retangulos aureos no quadro de Mona Lisa.

Fonte: https://goo.gl/NjFnn1, 2018.

Observe como podemos construir um retangulo aureo:
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Inicialmente  vamos  construir  um | g B

guadrado cuja medida do lado seja uma
unidade de comprimento;

Unindo o ponto médio do lado AB com o
ponto médio do lado DC, obtemos dois

retangulos congruentes.

Prolongamos o lado DC do quadrado e
tracamos uma das diagonais do segundo

retangulo, conforme o modelo ao lado.

Com a ponta seca do compasso no

vertice inferior esquerdo do segundo -
retangulo, abertura igual a medida da i

diagonal, tracamos um arco do vértice \

direito  superior do retangulo ao

prolongamento do lado DC do quadrado.

Partindo do ponto de intersecdo do arco | & B E

com o segmento da base, tracamos o .

segmento EF paralelo ao lado AD. B

Prolongamos o lado AB do quadrado até

encontrar o segmento EF para formar o

retangulo;

O retangulo AEFB aqui construido | A E
apresenta a razao entre suas dimensdes

igual a 1,618..., por isso e chamado

retangulo aureo.
d B 1,618... F
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Sendo tdo agradavel aos olhos o retangulo aureo é utilizado até hoje em diversas areas,
aqui demostraremos a razao aurea nas medidas de cartbes de crédito, carteiras de

habilitacdo, capas de livros.

Figura 3: medidas cartéo de crédito.

YOUR CARD
54 mm

0000 EEE0 0660 0000

|
Lii] 00 /oo

Fonte: Elaborado pela autora.

Podemos observar que a razédo entre as medidas do cartdo de crédito 86/54 = 1,592..., se

aproximam do numero de ouro (1,618...).

Figura 4: Medidas capa de livro.

Malba Tahan

O Homem
que Calculava

21 cm

13,5cm

Fonte: Elaborada pela autora.

A medida da capa do livro também se aproxima da razéo aurea, 21/13,5 = 1,555...

6. Algumas consideragdes sobre a contribuicdo de Fibonacci.
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Livio[5] (2011) destaca a importancia de Fibonacci na difusdo da razdo Aurea.

“O papel de Fibonacci na histéria da Razdo Aurea é realmente fascinante. Por um lado,
nos problemas em que usava conscientemente a Razdo Aurea, foi responsavel por um
progresso significativo, mas nao espetacular. Por outro, simplesmente formulando um
problema que, em principio, nada tinha a ver com a Razdo Aurea, ele expandiu
drasticamente o escopo da Raz&o Aurea e de suas aplicagdes.” (Livio, 2011, p.115)

Por véarios séculos muitos matematicos se debrucaram no estudo da Raz&o Aurea, mas
foi o célebre astronomo das trés leis planetarias Johannes Kepler que notou em 1611,
gue a divisdo entre um numero de Fibonacci e sua antecedente leva ao nimero ¢ quando

se avanca para valores cada vez maiores na sequéncia. Em termos matematicos, isto

quer dizer que E“-,-“'F . tende para ¢ quando n tende para o infinito.

3 —

A tabela a seguir ilustra bem a situacdo descrita. Cada numero da 2° coluna da tabela 2
representa um numero de Fibonacci. Dividindo-se um numero de Fibonacci por seu
antecessor podemos verificar que o resultado se aproxima cada vez mais do numero de

ouro.

Tabela 2: Divisdo de um nuimero de Fibonacci por seu antecessor e a obtencdo de um nimero cada vez

mais proximo de do nimero de ouro.

N Fn Fy /By _y

1 1

2 1 1/1=1

3 2 211=2

4 3 32=15

5 5 5/3 = 1,66667

6 8 8/5=1,6

7 13 13/8 = 1,625

8 21 21/13 = 1,61538
9 34 34/21 = 1,61905
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10 55 55/34 = 1,61765
11 89 89/55 = 1,61818
12 144 144/89 = 1,61798
13 233 233/144 = 1,61806

Fonte: Elaborada pela Autora.

O resultado apresentado, na verdade é valido para todas as sequéncias de Fibonacci,
como bem elucida Huntley[4] (1985, p.55). O ¢, em conformidade com sua caracteristica
de aparecer inesperadamente em locais estranhos esta relacionado com qualquer
sequéncia de formacdo de acordo com a lei, segundo a qual, cada termo € a soma de

dois termos anteriores, quaisquer que sejam 0s dois primeiros termos Un = Un + Un1. A

razao de termos sucessivos, “-‘"--13-*'““, aproxima-se cada vez mais de ¢, a medida que n
aumenta.

Seu valor foi a muito identificada como equivalente a 1,618..., convém observar que,
sendo irracional, o niumero Phi, ou numero de ouro é um nuamero decimal infinito e néo
periodico. Assim, qualquer representacéao finita de Phi € uma aproximagcdo e nao o valor

do numero de ouro.
7. Consideracoes Finais

Este trabalho teve a intencdo de propor o estudo de um dos nimeros mais intrigantes da
matematica: o numero de ouro. No decorrer dessa pesquisa, fizemos uma abordagem
historica sobre a vida de Fibonacci, a sequéncia numérica descoberta por ele, a razdo
aurea, o retangulo aureo e suas aplicacdes em objetos historicos e do nosso dia a dia.
Sabemos da sua importancia no passado, como na arte, na arquitetura, pintura e também
a sua importancia no presente, na estética, no formato de cartdes de crédito, carteiras de
habilitacdo e capas de livros. Tudo isso nos faz perceber a importancia desta razdo ao
logo da histéria e o motivo pelo qual chamamos de nimero de ouro.

Com os exemplos apresentados neste trabalho, esperamos ter contribuido para mostrar
aos alunos e professores que a Matematica e, especificamente, a propor¢cdo aurea

possuem varias aplicacdes nas diversas areas do conhecimento.
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