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INTRODUÇÃO 

 

A distribuição normal generalizada, também conhecida como distribuição exponencial potência, 

teve sua origem na década de 60 com o trabalho de Box e Tiao (1962). Esse modelo probabilístico 

também é conhecido como distribuição de Subottin (SUBOTTIN, 1923). Existem na literatura 

diversos trabalhos sobre esse modelo e que podem auxiliar no desenvolvimento de novos trabalhos. 

Alguns destes trabalhos são: Turner (1960), Tiao e Lund (1970), Tadikamalla (1980), Young et al. 

(1990),  Taylor (1992),  Kuwana e Kariya (1991), Agro (1995), Achcar e Pereira (1999), Basu et al. 

(2001), Kotz et al. (2001), Kozubowski (2002), Sanchez-Manzano et al. (2002), Monti (2003), 

Choy e Walker (2003), Domínguez-Molina et al. (2003), Hazan et al. (2003), DiCiccio e Monti 

(2004), Tojeiro et al. (2004), Desgagne e Angers (2005), Nadarajah (2005), Pogány e Nadarajah 

(2010), Salazar et al., (2012), Cintra et al. (2014). Uma referência sobre o modelo normal 

generalizado (ou exponencial potência) também pode ser encontrada em Johnson e Kotz (1994).  

A escolha pelo modelo normal generalizado para servir como base de estudo deste trabalho, se 

deve ao fato do mesmo possuir aplicações em diferentes áreas. Esta alta aplicabilidade pode ser 

justificada pelo fato deste modelo ser uma generalização das distribuições normal e de Laplace. 

Algumas das áreas, em que o modelo normal generalizado pode ser aplicado são: processamento de 

sinais, ciência de materiais, finanças quantitativas, medicina, automoção e controle remoto, teleco- 

municação, pesquisa geofísica, inteligência artificial, ciência e tecnologia de imagem fotográfica, 

sistemas de informação, acústica, engenharia de software, óptica, hardware e arquitetura, 

sensoriamento remoto, engenharia biomédica, radiologia, medicina nuclear e imagiologia médica, 

ciência e tecnologia de transportes, engenharia de produção, instrumentos e instrumentação, física, 

química analítica, cibernética, cristalografia, energia e combustíveis, engenharia ambiental, biologia 

computacional, nanociência e nanotecnologia, neurociência, pesquisa de operações e gestão de 

ciência, confiabilidade e risco e isolamento elétrico e dielétricos (POGÁNY e NADARAJAH, 

2010). 

Neste trabalho caracterizamos a distribuicão normal generalizada. Além disso, realizamos um 

estudos das propriedades, via simulações de Monte Carlo, dos estimadores de máxima 

verossimilhança dos parâmetros que indexam a distribuição normal generalizada.  Por fim, 

utilizamos um conjunto de dados real para mostrar a aplicabilidade deste modelo. 
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METODOLOGIA 

 
Distribuição Normal Generalizada 

A distribuição normal generalizada (NG) é indexada por três parâmetros,  (de localização),  

(de  dispersão), e  (de forma). A função de densidade de probabilidade (f.d.p.) é dada por 

 

  
                 

(1) 

em que  e ,  denota a função gama. Usamos a notação NG  

para representar uma varíavel aleatória com distribuição normal generalizada. Na Figura 1 

apresentamos diferentes gráficos da f.d.p. sob diferentes combinações dos parâmetros. Podemos 

observar que o parâmetro  controla a forma da distribuição,  é um parâmetro de localização e  

controla a variabilidade da distribuição.  

Segundo Nadarajah (2005) a distribuição normal generalizada possui alguns casos especiais. 

Quando  temos a distribuição de Laplace e para  temos a distribuição normal. Além disso, 

a distribuição normal generalizada tem forma de sino e é unimodal. 

 

(a)    

 

(b)    

 

(c)    

Figura 1 - Função densidade de probabilidade da distribuição normal generalizada para diferentes combinações dos 

parâmetros ,  e . 

O método de estimação por Máxima Verossimilhança 
 

O logaritmo da função de verossimilhança para uma amostra  proveniente de uma 

distribuição NG, com densidade definida em (1), é dado por  

 

As derivadas do logaritmo da função de verossimilhança em relação a ,  e , são 

respectivamente,  
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em que  é a função psi de Euler. 

O Método dos Momentos 

  

Neste trabalho consideramos uma variação dos estimadores de momentos conhecida na 

literatura como momentos modificados (SANTOS-NETO, et al., 2014). No caso da distribuição 

normal generalizada esse método resultará nas seguintes equações 

 

Daí temos que ,  e  é a solução de 

. Os estimadores de momentos modificados foram utilizados como chutes 

iniciais no processo de estimação através do método de máxima verossimilhança. 

 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Simulações 

 

Todas as simulações foram realizadas utilizando o software R.  Para a geração de número 

pseudo-aleatórios utilizamos o comando rPE2() presente no pacote gamlss. Para maximizar o 

logaritmo da função de verossimilhança utilizamos a função maxLik() que faz parte do pacote de 

mesmo nome  

Realizamos as simulações considerando  réplicas de Monte Carlo. Fixamos  e  e 

consideramos os seguintes valores para : . Quanto aos tamanhos das amostras, 

consideramos os seguintes valores: . Para estudarmos o 

comportamento dos estimadores de máxima verossimilhança calculamos o viés normalizado 

(VNorm) e a raíz quadrada do erro quadrático médio normalizada (REQMNorm). Essas 

quantidades foram obtidas da seguinte maneira 

,   

e 
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,  , 

em que (viés) e  (raiz do erro quadrático médio), com 

 sendo o estimador de máxima verossimilhança de  para o -ésimo tamanho amostral. 

Na Figura 4 notamos que os vieses dos estimadores estudados tendem, de uma maneira geral, a 

diminuir com o aumento do tamanho da amostra.  Também notamos que o estimador  mostrou-se 

mais viesado do que os demais estimadores. Além disso, notamos que para  os vieses de  

apresentaram valores relativamente superiores aos valores observados para os valores de 

, ver Figura 4(b). 

Na Figura 5, notamos que a REQM dos estimadores estudados diminui com o aumento do 

tamanho da amostra.  Notamos também que o estimador  apresentou uma REQM maior do que os 

outros estimadores, ver Figura 5(c). Por fim, notamos que o aumento do valor de  faz com que 

tenhamos uma redução nos valores do REQM de , ver Figura 5(b).  

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

Figura 4 - Viés normalizado dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros  (a),  (b) e  (c). 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

Figura 5 - REQM normalizado dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros (a), (b) e  (c). 

Aplicação 

Nesta seção apresentamos uma aplicação da distribuição normal generalizada a um conjunto de 

dados reais. O conjunto de dados refere-se ao comprimento das asas de 86 moscas domésticas. Para 
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maiores detalhes sobre este conjunto de dados ver, Sokal e Hunter (1955). Além disso, os dados 

podem ser obtidos em http://www.seattlecentral.edu/qelp/sets/057/s057web.txt. Iniciamos nossa 

aplicação com uma análise descritiva dos dados. 

Na Tabela 2 apresentamos as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros que 

indexam a distribuição NG. Além disso, apresentamos os erros-padrão dos estimadores de máxima 

verossimilhança e também as estimativas intervalares dos parâmetros ,  e  . 

Tabela 2 - Estimativas de máxima verossimilhança, erros-padrão e intervalos de confiança assintóticos. 

Parâmetro Estimativa 

 

Erro-Padrão Intervalo de Confiança 

 

    

    

    

 

Nas Figuras 6 (a)-(b), podemos notar que a distribuição normal generalizada apresenta um bom 

ajuste ao conjunto de dados estudado.  

 

(a) 

 

(b) 

Figura 6 - QQplot (a) e histograma com a densidade estimada (b). 

CONCLUSÕES 

 

Neste trabalho estudamos e apresentamos as demonstrações de algumas propriedades da 

distribuição normal generalizada. Além disso, realizamos simulações de Monte Carlo para 

estudarmos o comportamento dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros desta 

distribuição. Conseguimos observar, por exemplo, que o estimador de máxima verossimilhança de 

 , , é mais viesado do que os estimadores dos demais parâmetros (  e ). Por fim, apresentamos 

uma aplicação usando dados reais onde mostramos a aplicabilidade do modelo. 
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