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RESUMO

Muitos dos principios ou leis que regem o comportamento do mundo fisico encontram sua expressdo
natural nas equacOes diferenciais. Essas equagdes surgiram através de estudos feitos primeiramente
por Isaac Newton, e logo ap6s por Gottfried W. Leibniz, que contribuiram para uma vasta evolugao
em diversas areas do conhecimento. O estudo dessas modelagens € feito na disciplina de equacdes
diferenciais ordinarias, que faz parte da grade dos cursos de Licenciaturas em Fisica, porém com o
curto tempo de disciplina, ndo dar-se para trabalhar todo o amplo contetdo que esse estudo fornece.
Desta forma, surgiu o interesse de ampliar o conhecimento sobre essa disciplina e assim neste
trabalho, foi realizado um estudo das equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem sob o ponto
de vista das aplicagdes, com particular referéncia aos circuitos elétricos. Para tanto, utilizou-se
resultados preliminares da teoria das equacOes diferenciais, incluindo dois métodos de solucdo:
separacao de variaveis e fator integrante. Como aplicacéo, a lei diferencial de Kirchhoff foi utilizada
em circuitos RC, que sdo caracterizados por serem compostos por uma fonte, resistores, e capacitores,
além de outros dispositivos. Foi possivel analisar aplicagbes préticas dos circuitos RC, como na

corrida de cavalos e em equipamentos médicos, como o famoso marca-passo.
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1. INTRODUCAO

Com o passar do tempo, varias descobertas foram acontecendo no ramo das ciéncias.
Contudo, varios estudiosos, até meados do século XVII, sentiam dificuldades de explicar

essas descobertas matematicamente. Com o intuito de
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explicar esses determinados acontecimentos e facilitar no desenvolvimento de novas teorias,

surgiram as equagdes diferencias que, muitas vezes, sdo chamadas de modelos matematicos
com o objetivo de estudar determinada situacdo, com o auxilio das varidveis existentes
(BOYCE, 2006).

Os pioneiros desse estudo foram Isaac Newton e Gottfried W. Leibniz, ambos deram
uma imensa contribuicdo. Newton, com seus conhecimentos sobre a mecénica classica,
ajudou na classificacdo das equacdes diferenciais ordinarias, fornecendo uma grande ajuda

para a resolucdo de problemas encontrados em sua época.

Leibniz conseguiu resultados, nessa area, um pouco depois de Newton, mas foi o
primeiro a fazer publicagdes sobre esses estudos, em 1684. Entre suas contribuigdes nessa
area, destacam-se 0 metodo de separacdo de variadveis, reducdo de equacdes homogéneas a
equacOes separaveis e procedimentos para resolver equacdes lineares de primeira ordem. A
notagdo usada até hoje dy/dx e o sinal da integral ( [ ), sdo invengdes desse brilhante
matematico (ALITOLEF, 2011).

Por definigdo uma equacdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais
variaveis dependentes, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes, é chamada de
Equacdo Diferencial (ED). Essas equacdes podem ser classificadas de acordo com seu tipo, a
ordem, e linearidade (ZILL e CULLEN, 2001). Quanto ao tipo, podem ser classificadas em

Equacdes diferenciais ordinarias (EDOs) e Equac@es diferenciais parciais (EDPS).

Segundo KREYSZIG (2013), uma Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) é uma
equacdo que contém uma ou mais derivadas de uma funcdo desconhecida, a qual usualmente
chamamos de y(x) (ou, as vezes y(t), caso a variavel independente seja o tempo t). Essa

equacdo pode conter o préprio y, fungdes conhecidas de x (ou de t) e constantes. Por exemplo:

y’ =cos X @

KREYSZIG (2013) também acrescenta que uma Equacéo Diferencial Parcial (EDP) é
uma equacdo que contém derivadas parciais de uma funcdo desconhecida de duas ou mais

variaveis. Por exemplo,
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fux + fyy: 0, ou ainda, ez + 97 =0 (2)

Ja ao se tratar da ordem de uma equacédo diferencial, tem-se que a derivada de maior
ordem presente na equacdo serd a que indicard sua ordem. Na equacdo (2), a derivada de
maior ordem & dois, logo a equacdo diferencial do exemplo citado é de grau dois. As equacgdes
mais frequentemente reportadas na literatura sdo de primeira e segunda ordem. Suas
aplicacdes aparecem em diversas areas do conhecimento, como por exemplo, na engenharia
civil calculando deformacdo de uma viga, circuitos elétricos, crescimento populacional,
comportamento de ondas, na economia em taxas de juros, resfriamento de objetos, entre

outras.

Uma das disciplinas que se tem no curso de Licenciatura em Fisica, da Universidade
Federal de Campina Grande — Campus Cuité, é a Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO),
que tem como proposito estudar essas modelagens matematicas. Porém, por meio do curto

tempo da disciplina, infelizmente, ndo ¢é apresentado todo contetdo previsto.

Diante disso, este trabalho foi elaborado com o intuito de complementar a disciplina
de EDO, onde dois métodos, comumente utilizados, de resolucdo de equacgdes diferenciais
ordinarias sdo apresentados. Como aplicacdo dos métodos, procurou-se estudar modelos
matematicos para descrever problemas do cotidiano a partir da equacdo diferencial de
Kirchhoff para circuitos RC que se aplicam tanto em corrida de cavalos, como no estudo do

equipamento médico conhecido como marca-passo.
2. ALGUNS METODOS DE SOLUCAO DE EDO

Uma Equacao Diferencial Ordinaria de ordem n pode ser representada na forma:
F,y,y.y", ...,y™) =0 €)

Uma solucdo da equacdo (3) em algum intervalo | é uma funcdo y = f(x) tal que suas
derivadas até a ordem n existem e, quando substituidas na equacdo diferencial, reduz a

equacdo a uma identidade. Isto e,
F(x, f(x), f'(x),f7x),...f " ((x)=0 (4)

Por exemplo, a solugdo da diferencial y’ =

cosx é y =sen x + C, onde C é uma constante (83) 3322.3222
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arbitréria. Neste caso, tem-se uma familia de solu¢Ges que representa a solucdo geral da

equacdo diferencial. Para um valor de C especifico, tem-se uma solugdo particular.
2.1. Equagdes diferenciais Separaveis
Uma equacado diferencial da forma:
M)+ N Z=0 (5)
é dita separavel. Multiplicando a equacéo (5) por dx, tem-se:
M(x) dx + N(y)dy =0 (6)

Desta forma, a equacdo (6) pode ser resolvida integrando as funcdes M e N, em

relacdo as variaveis x e y, respectivamente.
2.2 Equacdes diferenciais de Primeira Ordem: Método dos Fatores Integrantes
Considere a equacdo diferencial ordinaria linear de primeira ordem:
Y’ +p(x)y=9(x) ()
Onde, p e g sdo funcdes dadas da variavel independente x.

O método dos fatores integrantes foi desenvolvido por Leibniz para obter solucdes de
equacOes na forma da equacdo (7) e consiste em multiplicar a equagdo por uma funcéo,
chamada fator integrante, e denotada por u (x), com intuito de facilitar e deixar a equacéo

diferencial integravel, e assim determinarmos a sua solugao.
Ao multiplicar a equacdo (7), pelo fato integrante u (x), obtém-se:
p(x)y +p(x)px)y = p(x) g(x) (8)
Observa-se que do lado esquerdo da igualdade tem-se a derivada do produto de
u(x) -y desde que Z—Z = u(x)p(x). Supondo u(x) > 0, tem-se:

B o ©
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Integrando a equacdo (9), obtém-se uma equacdo para determinagdo da funcédo fator

integrante, sendo ela:

u(x) = efp(x) dx (10)

Retornando a equacéo (8), tem-se:

d B (11)
P (uy) = pu(x) g (x)

Portanto,

() - y(x) = f 1) g () dx + C (12)

Onde, C é uma constante arbitraria.
3. APLICACAO EM CIRCUITOS RC

Entre diversas aplicacdes das equacgdes diferenciais ordinarias, destacamos no ramo da
eletricidade, mais precisamente em circuitos elétricos RC, através da lei de Kirchhoff.

Um circuito elétrico fornece, basicamente, um caminho fechado para transferir energia
de um local para outro. A medida que as particulas séo carregadas fluem através do circuito, a
energia potencial elétrica é transferida de uma fonte até um dispositivo, local onde a energia é
armazenada e convertida em outras formas de calor (YOUNG, 2009).

A esse fluxo de cargas carregadas, da-se o nome de corrente elétrica. Para
HALLIDAY et al. (2008), corrente elétrica ¢ um movimento de particulas carregadas, porém
nem todo movimento de particulas produzem corrente elétrica. BAUER et al (2012), diz que

ndo ha corrente se 0 movimento dos elétrons em um condutor for de forma desordenada.

Dessa forma, temos que corrente elétrica (i ) € expressado pelo fluxo ordenado de
carga que passa por um determinado instante de tempo, e sua unidade no sistema
internacional (SI) de medidas é “A” que significa Ampéres, em homenagem a André-Marie
Ampere, fisico francés responsavel pela descoberta da corrente elétrica, e 1 A = 1C/s (um

coulomb por segundo). De forma matematica, temos:

(83) 3322.3222
contato@conapesc.com.br

www.conapesc.com.br




»
uCONAPESC

Circuitos RC sdo aqueles em que a corrente de fato varia com o tempo. O circuito

=% (14)
dt

mais simples cuja operacao envolve correntes dependentes do tempo é o de carga e descarga

de um capacitor (BAUER et al, 2012), como pode ser observado na Figura 1:

Figura 1: Circuito RC simples.
t=0

R1

Fonte: Autoria prépria - 2018

Considerando a figura anterior, onde inicialmente a chave estd aberta, o capacitor se
encontra descarregado, no momento em que essa chave se fecha, ocorre um fluxo de carga
pelo circuito, comumente chamado de corrente elétrica. Essa corrente serd acumulada no
capacitor e assim ird carrega-lo, criando uma diferenca de potencial entre as placas do
capacitor. Essa diferenca € dada atraves da relacdo entre a carga total armazenada (q) e a
constante de proporcionalidade conhecida como capacitancia (C), sendo expressa por V¢ =
g/C.

Outro componente do circuito RC é o resistor, que como préprio nome ja diz tem a
funcdo de resistir a passagem da corrente elétrica. A diferenca de potencial no resistor pode
ser determinada através da primeira lei de Ohm, que nos diz que a resisténcia é diretamente
proporcional a diferenca de potencial no resistor e inversamente proporcional a passagem da
corrente N0 mesmo, ou seja:

V=Ri=R.% (15
dt

Desta forma, ao analisar a figura 1, e aplicar a Lei de Kirchhoff, mais especificamente,

a lei das malhas, considerando um sentido horario para a malha, e que a corrente elétrica

(83) 3322.3222
contato@conapesc.com.br

www.conapesc.com.br




»
uCONAPESC

percorra um caminho que saia do terminal negativo para o positivo, obtém-se a seguinte

expressao:

V-Vg-Vc=0 (16)

Ao substituir as relacbes para diferenca de potencial (DDP) dada pela lei de Ohm e
pela expressdo de DDP em um capacitor, a equagéo (16) resulta:

dt (o

Ao dividir a equacdo (17) por R, obtém-se uma equacao diferencial da forma:

ag L a®_v (18)
dt C.R R

O produto R-C é chamado de constante de tempo capacitiva e é representada pela letra
grega (), ou seja, 7 = R-C e como o proprio o nome diz possui dimensdo temporal que
representa 0 tempo necessario para que O capacitor atinja a carga ou a tensdao um valor

equivalente a 63% do seu valor maximo (SILVA, 2014).

Substituindo essa constante na equacdo (18), tem-se:

dt T R

As equagoes (18) e (19) sdo equacdes de primeira ordem, ja que a fungdo “q (t)” e suas

derivadas sdo de ordem um.

A equacéo (19) pode ser escrita na forma y’ + p(x) y = g(t) e, consequentemente, pode

1
ser resolvida pelo método dos fatores integrantes. Neste caso, o fator integrante é p(t) = el

1

= e7". Multiplicando a equagio (19) por p(t) tem-se:
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1
A parte esquerda da igualdade acima é a derivada do produto entre (e7'q), ou seja,

1
%(e?tq). Assim, a equacdo (20) é equivalente a:

Lt = L ott 21)
dt(e .q) = = e

[1P-4]

Ao integrar a equacgdo (21) em relagdo a “t” ambos os lados, e logo ap6s isolando “q” e

substituindo t = R.C, obtém-se:
1 1
qn) = E-T +ke ™ => q(t)=V.C+ke rc (22)

Assim, tem-se solucdo geral para problemas que envolvem circuitos RC através da
utilizacdo da lei de Kirchhoff, onde k é uma constante arbitraria. Considerando q(0) =0et =
0 estamos dando certas condicdes, que chamamos de problema de valores iniciais, com intuito
de determinar o valor de “k”. Aplicando os valores chegamos que k = - VC. Logo, uma

solucdo particular é dada por:

1 1
q(t)=V.C—V.C.e re' =V.C (1- e k") (23)
A DDP em um capacitor (V) é diretamente proporcional a carga armazenada do

mesmo, e inversamente proporcional a sua capacitancia, dai:

1 (24)
V.= 1_ ved-e *) = V. (]__ e_%t)
C C

3.1.  Aplicacdo dos circuitos RC em Corrida de cavalos

Uma aplicagdo desse tipo de circuito no cotidiano é em corrida de cavalos, onde a
chave do circuito se fecha quando o cavalo sai em corrida, e ao cruzar a linha de chegada o
circuito se abre. Tratando-se de um circuito RC, durante esse determinado intervalo de tempo
em que o cavalo estd em corrida, ocorre um fluxo de carga ordenado, e assim o capacitor é
carregado. Desta forma, a equacdo diferencial de Kirchhoff é utilizada com o propésito de

determinar o instante certo que esses animais cruzam a linha de chegada, alem da distancia

percorrida, velocidade, e aceleragéo.
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Como aplicacdo, considere um circuito RC simples, com uma fonte de 150 V, um

resistor de 30 MQ e um capacitor de 30uF, sendo a estrutura do circuito parecido com o da
figural. E possivel determinar a velocidade de um cavalo que corre em uma pista, por

exemplo, de 5 Km, supondo que a tenséo no capacitor no instante da chegada seja de 75 V.

Encontra-se primeiro o tempo em que o cavalo cruza a linha de chegada através da

equacdo (24). Isto é,
t=-In(1--9.RC (25)

Ao substituir os valores do problema na equacao acima, obtém-se:

t=-In(1— f:—OVV) .(30.10°Q) . (30 .10°°F) = 623.83 s (26)

Logo, a velocidade (V = Ax/At) do cavalo € aproximadamente V = 8,02 m/s.
3.2.  Aplicacéo dos circuitos RC em marca-passos

Outra aplicacdo desses tipos de circuitos é em equipamentos usados na medicina para
estimular os batimentos cardiacos do paciente, ou seja, fazer com que o coracgdo funcione fora
de seu ritmo normal. Esses equipamentos sdo conhecidos como marca-passo, que nada mais é
do que um tipo de circuito RC, implantado no coracdo do paciente, onde o coracdo funciona

como uma segunda resisténcia do circuito (BAUER, W. et al, 2012).

O funcionamento desse aparelho é através de carregamento de capacitor, que pode ser
entendido conforme a Figura abaixo:

Figura 2: Circuito RC simples com duas resisténcias.

R1

I
I
o}

Fonte: autoria propria - 2018
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A resisténcia 1 (R1) é a resisténcia do equipamento, enquanto, a segunda resisténcia

(R2) representa a resisténcia do usuario, ou seja, a resisténcia apresentada pelo coragdo. Dessa
forma, no momento que a chave esta aberta, 0 capacitor é carregado, isso ocorre durante um
batimento cardiaco do usuério. Quando a chave se fecha ocorre o descarregamento e, assim, 0

estimulo dos batimentos cardiacos.

Por exemplo, a frequéncia cardiaca de um coracdo normal é de 60 a 100 bpm
(batimentos por minuto). Desta forma, até que frequéncia um coracdo de um paciente pode
funcionar apds estimulo de um marca-passo composto por uma fonte de 3,2 V, uma
resisténcia de 90KQ, um capacitor de 1,5 uF, considerando que a resisténcia desse paciente é
de 675 Q, e a diferenga de potencial no capacitor quando 0 mesmo esta totalmente carregado
éde 2,98 V.

Primeiro determina-se 0 tempo em que o circuito se fecha e ocorre a descarga do
capacitor no coragdo, ocasionando o estimulo do batimento, para depois determinar a
frequéncia cardiaca. Sendo que, como sao duas resisténcias e o circuito encontra-se em série,
utiliza-se a soma das duas, ou seja, a resisténcia equivalente. Dai, ao substituir esses valores
na expressao (25), obtém-se:

2,98V
3,2V

t=-In(1-22% (9,0675.10°Q) . (1,5. 10°F) = 0,36 5 (27)

O tempo encontrado em minutos é aproximadamente 6,069 min, e assim a frequéncia

dessa pessoa é aproximadamente 164,77 bpm (batimentos por minuto).
4. CONCLUSAO

Vimos que 0 uso das equacles diferenciais ordinarias € uma ferramenta de suma
importancia para resolugdo de varios problemas e aplicagdes. Foi possivel utilizar as
ferramentas da disciplina Equag6es Diferenciais Ordinarias para estudar problemas na area da
Fisica, dando énfase ao estudo de circuitos RC. Mostramos com esse estudo que é possivel
compreender situacOes reais do nosso cotidiano a partir das ferramentas matematicas, com
particular referéncia aos problemas de determinar a velocidade em corridas de cavalos e

estimar o tempo do batimento cardiaco, no exemplo dos marca-passos.
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