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RESUMO

Temos como objetivo mostrar o desempenho dos mais populares testes de normalidade para
dados com e sem a presenga de outliers e verificar o nivel de concordancia dos testes nestes tipos de
situagdes. De maneira geral, verificou-se que o teste de Jarque-Bera é o mais poderoso nas amostras com a
presenca de outliers. O teste teve o melhor desempenho para pequenas e grandes amostras. Nas amostras
sem a presencga de outliers, o teste de Shapiro-Wilk foi o mais poderoso seguido do Shapiro-Francia.
Aplicou-se o teste Kappa-Fleiss para avaliar a concordancia na tomada de decisdo. Para amostras com
outliers os testes apresentaram baixa concordincia e para amostras sem outliers os testes apresentaram
forte concordancia.
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INTRODUCAO

No dia a dia das pessoas que trabalham com dados amostrais ou experimentais € bastante
comum a suposi¢do de normalidade dos dados, isso porque € uma condi¢do exigida para a
realizacdo de muitas inferéncias vélidas a respeito de parametros populacionais.

A distribuic@o normal € um modelo probabilistico continuo, sendo um dos mais impor-
tantes, pois a maioria dos métodos estatisticos sdo baseados nesse modelo e muitos fendmenos
aleatdrios podem ser descritos de forma aproximada por ele.

Na inferéncia hé varios pressupostos a serem observados, os pressupostos estatisticos mais
considerados sdo normalidade, linearidade e homoscedasticidade. Este trabalho focard apenas
no pressuposto de normalidade visto que exige-se por inimeros procedimentos estatisticos,
tais como: constru¢do de intervalos de confianga, testes de hipéteses, andlise de variancia
e modelagem estatistica. Assim, torna-se importante verificar esse pressuposto antes de se
prosseguir com 0s procedimentos estatisticos que o exijam.

Todas as simula¢des foram realizadas no programa R.
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O software R disponibiliza diversas maneiras de verificar a normalidade dos dados, sendo

eles, métodos gréficos, métodos numéricos e os testes de normalidade. O mais famoso método
grafico € o QQ-plot, no qual o mesmo imprime os pontos sobre uma reta afim de avaliar sua
normalidade, sendo porém uma técnica subjetiva. Assim, para se obter uma conclusdo formal é
importante efetuar um teste estatistico.

A motivacdo para este trabalho surgiu a partir do interesse de avaliar o desempenho dos
testes de normalidade de Shapiro-Wilk, Anderson-Darling, Lilliefors, Jarque-Bera, Shapiro-
Francia e Cramer-von Mises para dois tipos situagdes: A primeira para dados sem a presenca
de outliers e a segunda com a presenca de outliers. O desempenho sera realizado a partir das

andlises da taxas de erro tipo I e poder empirico.

METODOLOGIA

Neste trabalho foram consideradas algumas estratégias para avaliar as taxas do erro
do tipo I, poder e concordancia entre esses testes. Foi utilizada a simulacdo de Monte Carlo,
e em cada simulacao foram aplicados os testes de normalidade em um nivel de significincia
pré-estabelecido de 5%, sendo verificado se a hipdtese nula, de que os dados seguem uma
distribui¢do normal, foi ou ndo rejeitada.

Caso tenha sido rejeitada a hipétese nula e a amostra tenha sido gerada da distribui¢cdo
normal, foi cometido um erro do tipo I. Da mesma forma se a hip6tese nula for rejeitada e a
amostra foi obtida de uma populagdo ndao-normal, uma decisdo correta foi tomada.

Em cada caso, foi repetido 10.000 vezes e a propor¢do de decisdes incorretas no primeiro
caso € a taxa de erro tipo I e no segundo caso, a propor¢ao de decisdes corretas é o poder empirico

do teste.

DESENVOLVIMENTO

Simulacao Monte Carlo

Foram realizados dois experimentos, o primeiro com 10.000 replicas de Monte Carlo
sob as hipdteses Hy e Hy, de diversas distribuicdes de probabilidade, em que foi produzido de
cada distribui¢do, amostras de tamanho 7, nos quais esses valores foram: 10, 20, 30, 50, 100,
200, 300, 500 e 1.000. E no segundo experimento foi adotada a mesma ideia do primeiro, porém,
todas as distribui¢des geradas continham outliers.

Os testes foram implementados no software R e foram avaliados os desempenhos dos
mesmos.
Os testes de Anderson-Darling (STEPHENS, 1986), Lilliefors (STEPHENS, 1974), Shapiro-
Francia (ROYSTON, 1993) e Cramer-von Mises (STEPHENS, 1986) foram aplicados utilizando

as funcdes, ad.test (), 1illi.test (), sf.test () ecvm.test (), respectivamente.

Todas essas fungdes sdo encontradas no pacote nortest. O teste de Shapiro-Wilk (ROYSTON,
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1982, p. 115-124) foi aplicado utilizando-se a funcdo shapiro.test () do pacote stats,
e o teste Jarque-Bera (JARQUE e BERA, 1987) com fun¢do jb.norm.test () do pacote

normtest.

Erro tipo 1

Foram simuladas 10.000 amostras aleatérias normais de tamanhos n com a funcao
rnorm, com média 0 e desvio padrdo 1.

Se, ao aplicar os testes, a hipétese nula de normalidade € rejeitada a um nivel de signifi-
cancia de 5%, entdo a distribui¢do dos dados € considerada erroneamente como nao-normal. A
propor¢do de rejei¢des incorretas foi calculada para cada teste e representam as taxas de erro
tipo I.

Poder

Foram simuladas amostras aleatdrias de distribui¢des ndo-normal para avaliar o poder
dos testes, que é rejeitar a hipotese nula que por construgdo € falsa.

Em dois experimentos, 10.000 amostras de tamanho n de algumas distribui¢des ndo-
normais, simétricas e assimétricas, foram simuladas. No primeiro sem a presenca de outliers, e
no segundo com a presenca de outliers.

As distribui¢des simétricas foram a Uniforme(0, 1), Beta(2,2) e t-student(10). J4 as
distribuicdes assimétricas foram Gamma(2,1), x?(15), Lognormal(0, 1), Exponencial(1) e
Weibull(2,1).

As distribuicdes foram simuladas por meio das fun¢des random do software R.

Os testes de normalidade foram aplicados em cada uma das 10.000 amostras de cada
distribui¢cao simulada e a propor¢ao de rejeicoes corretas da hipdtese nula foi computada. Os
valores obtidos representam o poder dos testes que foram comparados entre si.

Concordancia

Os dados foram computados para cada uma das distribui¢des com »n tamanhos diferentes.
Foi feito um teste Kappa-Fleiss (CONGER, 1980) com funcdo Kappam. fleiss do pacote
irr, para verificar o nivel concordincia entre os testes na tomada de decisdo entre rejeitar
ou ndo a hipétese nula de normalidade. A concordancia foi aplicado apenas nas amostras nao
provenientes da distribui¢do normal. Com isso, verificaremos se o poder dos testes interfere

diretamente na concordancia.

RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secao serdo apresentados os resultados das simulag¢des para obtencao do erro do
tipo I, poder e concordancia dos testes de normalidade.
Sem a Presenca de Outliers

Foram avaliados seis testes de normalidade, Anderson-Darling, Lilliefors, Shapiro-

Francia, Cramer-von Mises, Shapiro-Wilk e Jarque-Bera. A Tabela [T] apresenta as taxas de
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erro tipo I para diferentes tamanhos amostrais.

Tabela 1: Erro do tipo I das amostras sem outliers dos testes Anderson-Darling (AD), Lilliefors
(LL), Shapiro-Francia (SF), Cramer-von Mises (CVM), Shapiro-Wilk (SW) e Jarque-Bera (JB)

Testes
Tamanho | SW AD CVM LL SF JB
10 0,0466 | 0,0442 | 0,0424 | 0,0478 | 0,0506 | 0,0484
15 0,0482 | 0,0502 | 0,0496 | 0,0472 | 0,0528 | 0,0548
20 0,0496 | 0,0500 | 0,0500 | 0,0506 | 0,0496 | 0,0476
30 0,0544 | 0,0520 | 0,0514 | 0,0470 | 0,0514 | 0,0514
50 0,0460 | 0,0512 | 0,0542 | 0,0546 | 0,0482 | 0,0456
100 0,0512 | 0,0506 | 0,0498 | 0,0530 | 0,0520 | 0,0532
200 0,0528 | 0,0524 | 0,0530 | 0,0484 | 0,0524 | 0,0480
300 0,0478 | 0,0480 | 0,0434 | 0,0454 | 0,0488 | 0,0484
500 0,0514 | 0,0450 | 0,0482 | 0,0472 | 0,0504 | 0,0474
1000 0,0496 | 0,0468 | 0,0460 | 0,0470 | 0,0520 | 0,0500
Fonte: Autor
Tabela 2: Variancia para todos tamanhos amostrais
Testes
SwW AD CVM LL SF JB
6,400 x 1077 | 1,024 x 107> | 1,600 x 107> | 1,547 x 107> | 7,471 x107° | 3,004 x 10~°
Fonte: Autor
Tabela 3: Variancia para pequenas amostras n < 30
Testes
SW AD CVM LL SF JB
4,800 x 1077 | 4,320 107® | 1,452 x 107> | 1,825x 107> | 6,453 x107® | 1,613 x 107°
Fonte: Autor
Tabela 4: Variancia para grandes amostras n > 50
Testes
SW AD CVM LL SF JB
2,048 x 100 [ 3,200 x 10 | 3,200 x 100 | 1,095 x 105 | 5,408 x 10° | 7,200 x 10-©
Fonte: Autor
(83)3322.3222
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Por meio da Figura[I]e da Tabela[I] verificou-se que a taxa de erro do tipo I, para todos os

testes, oscilou consideravelmente em torno do valor nominal de 5%, para amostras pequenas,
n < 30.

Nota-se pela Figura[I] que a medida que o tamanho da amostra aumenta, os testes de
Shapiro-Francia e Shapiro-Wilk vdo se aproximando mais rdpido da taxa nominal de 0,05
tornando-os assim testes mais precisos. O teste Jarque-Bera tende a rejeitar menos a hipotese
nula de normalidade, pois a maioria das suas oscilacdes estdo abaixo do nivel nominal de 0, 05.
O teste de Shapiro-Francia pouco oscila sobre o valor nominal, o tornando um dos testes mais
precisos para calcular o erro do tipo I. Os testes de Anderson-Darling, Lilliefors e Cramer-von
Mises, s@o os menos precisos, ficando distantes do valor nominal. Ja o teste de Shapiro-Wilk, é
mais poderoso entre eles tendo baixas oscilacdes em torno do valor nominal.

Pela Tabela [2] podemos observar a variancia dos testes em relagdo ao valor nominal
para todas as amostras. Nas Tabelas [3]e ] podemos observar para pequenas e grandes amostras,
respectivamente.

Percebe-se que o teste de Shapiro-Wilk seguido do Shapiro-Francia foram os mais
precisos de uma forma geral. Porém, para pequenas amostras o teste de Shapiro-Francia perde a

segunda colocacdo para o teste Jarque-Bera, ja que mesmo teve menor variancia.
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Figura 1: Erro tipo I: Distribui¢do normal (0,1) sem a presenca de outliers

Fonte: Autor

Na Figura 2] encontramos o poder de cada teste para as distribui¢des simétricas e assimé-
tricas, com diferentes tamanhos amostrais.

Para amostras provenientes da distribuicao uniforme e beta, percebe-se que o teste de
Shapiro-Willk tem um comportamento melhor quando se trata de amostras pequenas, seguido
do teste de Anderson-Darling. Em relac@o aos demais testes, o teste Jarque-Bera apresentou o
menor poder nas distribuicdes uniforme e beta para amostras pequenas, para amostras maiores
que 150 o teste de Lilliefors apresentou menor poder.

Para a distribuigdo t-student os testes diferem bastante quanto ao poder, mesmo para o

maior tamanho amostral. A dificuldade dos testes em identificar corretamente a falta de norma-
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lidade quando os dados seguem a distribuicdo t-student se deve ao fato das duas distribui¢des

possuirem densidades muito parecidas. Levando em considerag¢do todos os tamanhos amostrais,
o teste que melhor identificou os dados provenientes da distribuicdo t-student foi o Jarque-Bera,
seguido do teste Shapiro-Francia. O teste Lilliefors apresentou o menor poder na distribui¢ao
t-student.

Nas distribui¢des assimétricas o teste mais poderoso foi o de Shapiro-Wilk, seguido do
Shapiro-Francia. Nas distribui¢des weibull e 2, os mesmos se destacaram para amostras menores
que 250, ou seja, para pequenas amostras o poder dos testes de Shapiro-Wilk e Shapiro-Francia
se destacaram em relacdo aos outros. Todos os testes tiveram poder maximo com amostras
maiores que 500, exceto pelo teste de Lilliefors, que novamente ficou com menor poder em
comparagdo com 0s outros testes.

Em oposi¢do a isso, tem-se os testes apresentaram 6timos resultados de poder para as
distribui¢des, lognormal, exponencial e gamma. Mesmo assim, os testes de Shapiro-Wilk e

Shapiro-Francia foram superiores em todos 0s casos.

Figura 2: Poder dos testes para as distribui¢cdes em estudo sem a presenga de outliers
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Fonte: Autor

Teste kappa para amostras sem outliers
Pela Tabela [5]temos todos os resultados do teste kappa para as diferentes distribui¢oes

mencionadas anteriormente. Percebe-se que para a maioria das distribui¢des, os testes tiveram

forte concordancia entre rejeitar ou nao a hipétese de normalidade. Porém, as distribuicdes beta,
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x? e t-student obtiveram menor concordancia. Isso pode ser visto na Figura [2{ onde os testes

tem menor precisdo na identificacdo ndo normalidade. Isso se deve ao fato das distribui¢des

possuirem densidades muito parecidas.

Tabela 5
Gamma | Beta | Exponencial | Lognormal | x* | t-student | Uniforme | Weibull
0,90 0,38 0,93 1,00 0,66 0,40 0,86 0,81

Com a Presenca de Outliers

Fonte: Autor

A seguir serdo apresentados os resultados das simulagdes com a presenca de outliers

para obtencdo do erro do tipo I, poder e concordancia dos testes de normalidade. Em cada

amostra foram adicionados dois outliers, sendo um 10% do valor minimo e o outro 100% do

valor maximo.

Tabela 6: Erro do tipo I das amostras com outliers dos testes Anderson-Darling (AD), Lilliefors
(LL), Shapiro-Francia (SF), Cramer-von Mises (CVM), Shapiro-Wilk (SW) e Jarque-Bera (JB)

Testes
Tamanho | SW | AD |CVM | LL | SF | JB
10 0,16 | 0,15 | 0,15 | 0,14 | 0,20 | 0,27
15 0,27 10,23 | 0,22 | 0,19 | 0,35 | 0,45
20 0,38 10,28 | 0,26 | 0,20 | 0,47 | 0,57
30 0,49 1 0,32 | 0,28 | 0,22 | 0,60 | 0,71
50 0,64 1 0,35 0,29 | 0,21 | 0,76 | 0,83
100 0,84 10,34 | 0,27 | 0,20 | 0,93 | 0,94
200 096 | 0,31 | 0,23 | 0,16 | 0,99 | 0,97
300 099 10,25 | 0,18 | 0,13 | 1,00 | 0,98
500 1,00 | 0,20 | 0,15 | 0,10 | 1,00 | 0,99
1000 1,00 | 0,13 | 0,10 | 0,08 | 1,00 | 0,99

Fonte: Autor

Tabela 7: Variancia para todos tamanhos amostrais

Testes
SW AD | CVM | LL SF JB
4,313 | 0,472 | 0,295 | 0,142 | 5,138 | 5,760

Fonte: Autor
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Tabela 8: Varidncia para pequenas amostras n < 30

Testes
Sw AD CVM LL SF JB
0,4033333 | 0,2028 | 0,1680333 | 0,1008333 | 0,6721333 | 1,08

Fonte: Autor

Tabela 9: Variancia para grandes amostras n > 50

Testes
SW AD CVM LL SF JB
6,20498 | 0,4805 | 0,2645 | 0,1125 | 7,03298 | 7,34472

Fonte: Autor

De forma geral, todos os testes apresentaram dificuldades em identificar a normalidade
dos dados com a presenca de outliers. Pela Figura [3| nota-se que os testes sdo sensiveis com a
presenca de outliers se distanciando bastante do valor nominal de 0, 05.

Os testes de Anderson-Darling, Lilliefors e Cramer-von Mises foram os menos sensiveis
aos outliers, obtendo melhor desempenho se aproximando do valor nominal de acordo com a
Tabela

Pela Tabela [7] podemos observar a variancia dos testes em relagéo ao valor nominal para

todas as amostras. Nas Tabelas 8| e [0 podemos observar para pequenas e grandes amostras.
Percebe-se que os testes de Anderson-Darling, Cramer-von Mises e Lilliefors foram os

mais precisos de uma forma geral. Para pequenas e grandes amostras o teste de Lilliefors ficou

com a menor variancia, seguido do teste de Cramer-von Mises. O teste Jarque-Bera foi o mais

sensivel de todos tendo uma alta variagao.

Figura 3: Erro tipo I: Distribui¢do normal (0,1) com a presenca de outliers
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Fonte: Autor
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O poder para as distribui¢des simétricas e assimétricas geradas com a presenca de outliers,

pode ser observado pela Figura 4]

Para amostras provenientes da distribui¢do uniforme, percebe-se que o teste Jarque-Bera
tem o melhor comportamento quando se trata de amostras pequenas, seguido do teste de Shapiro-
Francia. A partir de amostras maiores que 250, o teste mais poderoso foi o de Shapiro-Francia,
seguido do Shapiro-Wilk. Os mesmos se tornam melhores opg¢des, pois ndo ha oscilacdes como
o teste Jarque-Bera. Em relac@o aos demais testes, o teste de Lilliefors apresentou menor poder.

Nas amostras provenientes da distribui¢c@o beta, o teste Jarque-Bera tem o melhor poder
para amostras pequenas. O mesmo ganha poder rapidamente seguido do teste Shapiro-Francia.
Os demais testes apresentaram oscilacdes a medida que as amostras aumentam, porém, essas
oscilagdes tendem a ser crescentes tornando os testes mais poderosos. O teste de Lilliefors mais
uma vez, foi 0 menos poderoso, mesmo para grandes amostras.

Para amostras com outliers provenientes da distribuicdo t-student, os testes seguem com
a mesma dificuldade apresentadas na secdo anterior. A dificuldade dos testes em identificarem
corretamente a falta de normalidade dos dados se deve ao fato das duas distribui¢des possuirem
densidades muito parecidas. Em consideracao a todos os tamanhos amostrais, o teste com melhor
desempenho na distribui¢do t-student com a presenca de outliers foi o Jarque-Bera, seguido do
teste Shapiro-Francia. O teste Lilliefors apresentou o menor poder na distribui¢do t-student.

Nas amostras provenientes das distribui¢des gamma, exponencial, lognormal e ¥ os
testes apresentaram 6timos resultados de poder, inclusive o teste de Lilliefors. Mesmo assim, os

testes de Shapiro-Wilk e Shapiro-Francia foram superiores em todos os casos.
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Figura 4: Poder dos testes para as distribuicdes em estudo com a presenca de outliers
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Teste Kappa para amostras com outliers
Pela Tabela[I0]temos todos os resultados do teste kappa para as diferentes distribui¢oes

com a presenga de ou

tliers. Percebe-se que quase todas as distribui¢des, os testes tiveram

fraca concordancia entre rejeitar ou ndo a hipétese de normalidade. Porém, as distribuicdes

exponencial e lognormal obtiveram concordancia maxima. As outras distribuicdes tiveram fraca

concordancia isso pode

da normalidade.

ser visto na Figura 4] onde os testes tem menor precisio na identificagdo

Tabela 10: Teste Kappa-fleiss

Gamma | Beta | Exponencial | Lognormal | x* | t-student | Uniforme | Weibull
0,43 0,06 1 1 0,37 0,52 0,15 0,19
Fonte: Autor
CONSIDERACOES FINAIS

Para dados de distribuicao normal sem a presenca de outliers, os testes avaliados foram

bem precisos tendo pouca variagdo em torno do valor nominal de 5%, onde os melhores testes

para a taxa de erro tipo I foram o Shapiro-Wilk seguido do Shapiro-Francia. Em relacdo aos
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dados de distribuicdo normal com a presenca de outliers, os melhores testes para a taxa de erro
tipo I foram o Lilliefors seguido do Cramer-von Mises. Vale ressaltar as dificuldades de todos os
testes para amostras com a presenca de outliers os mesmos tiveram alta variagdao em relagdo ao
valor nominal.

Em relagdo ao poder, os testes de Shapiro-Wilk seguido do Shapiro-Francia tiveram
melhor desempenho para as distribuicdes geradas sem a presenca de outliers, tornando-os
testes mais poderosos/adequados para esse tipo de dados. Nas distribui¢des geradas com a
presenca de outliers, o teste Jarque-Bera foi o que obteve melhor desempenho seguido do teste
de Shapiro-Wilk.
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