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TAREFAS DE GEOMETRIA COM PAVIMENTACAO DO PLANO: uma

aplicacdo em didatica da matematica

Amarildo Aparecido dos Santos !
RESUMO

O presente relato de experiéncia foi desenvolvido para uma turma de Didatica da Matematica na
Universidade Federal do ABC, em 2024. Trata-se da aplicacdo de uma sequéncia de ensino para explorar
a pavimentagdo do plano bidimensional com poligonos regulares. A pavimentag¢ao consiste em cobrir o
plano com poligonos regulares, de modo a ndo existirem espagos entre elas ou sobreposi¢des. Buscamos
referéncia em Santos (2020) que apresentou uma sequéncia de ensino aplicada para alunos do Ensino
Fundamental, anos finais, com o uso do Cabri Geomeétrie II. A fim de aplicar para alunos de graduagao
em Licenciatura em Matematica, foi proposto a sequéncia de ensino, porém com o uso do software
GeoGebra, que ¢ de dominio publico e gratuito. Foram baseados nos referenciais tedricos de Parzysz
(2001) que fundamenta o ensino da geometria em 4 niveis e, em Machado (2005) que sugere, para a
construcdo do pensamento geométrico, uma articulagdo entre 4 faces de um tetraedro. Para os alunos de
graduacao foi proposto uma tarefa para construir pavimentagdes com apenas um poligono regular, se
possivel, com os poligonos: tridngulo equilatero, quadrado, pentagono regular, hexagono regular,
octdogono regular, enedgono regular, decagono regular e dodecagono regular. Além disso, caso fosse
possivel pavimentar, preencher uma parte do plano, caso ndo fosse possivel pavimentar, justificar porque
ndo pavimentou. Repetir o processo com apenas dois poligonos regulares e, com apenas trés poligonos
regulares. Os resultados das tarefas foram produtivos, pois houve construgdes de pavimentagdo muito
interessantes, pois, muitos alunos perceberam que todos os tridngulos regulares sempre pavimentavam,
que todos os quadrados também, o mesmo ocorre com todos os hexagonos regulares. Agora nas
combinacdes de dois ou trés poligonos regulares, tiveram dificuldades para perceber que precisavam
verificar que a soma de cada angulo interno dos poligonos, em torno de um mesmo ponto de
pavimentagdo, teria que formar 360°.

Palavras-chave: Didatica da matematica, Tarefas de geometria, GeoGebra, Construgdo geométrica,
Formacgao inicial.

INTRODUCAO

O presente relato de experiéncia € parte do desenvolvimento da disciplina de Didatica
da Matematica para alunos do curso de Licenciatura em Matematica, na Universidade Federal
do ABC, formacao inicial. Esta disciplina foi oferecida a alunos de graduagdo em Licenciatura
em Matematica no primeiro quadrimestre de 2024 como obrigatoria, podendo receber alunos
de outros cursos que manifestassem interesse em licenciatura. A carga horaria da disciplina foi

de 48 horas, com dois encontros semanais de 2 horas, durante 12 semanas.
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A estratégia de ensino foi baseada na ementa da disciplina centrada no processos de
ensino e aprendizagem da aritmética, algebra, geometria, estatistica e probabilidade; na
matematica para o ensino; nas relagcdes da matematica dos cursos de licenciatura com a
matematica do ensino bésico; nas questdes curriculares como: analises de propostas curriculares
e produ¢do de material didatico; nos estudos de aulas como recursos didaticos para o ensino de
matematica; no perfil conceitual como: interagdes discursivas nas aulas de matematica; nos
topicos de didatica da matemdtica francesa como: transposicdo didatica, obstaculos
epistemologicos, teoria das situagdes didaticas e engenharia didatica. Como metodologia foram
indicados artigos que corroboraram com a ementa e que abordassem as discussdes pertinentes
com a didatica francesa e que contribuisse com o processo de ensino e aprendizagem de alunos
da Escola Bésica. O objetivo da disciplina foi apresentar e discutir topicos matematicos
associados as principais tendéncias didaticas no sentido de contribuir para a formagao inicial
dos estudantes. Para isso, procuramos discutir € compreender os principais aspectos da didatica
da matematica dialogando com os estudantes e apresentando experiéncias praticas do dia a dia
da profissdo docente. Propomos a investiga¢cdo de diferentes aspectos conceituais e didaticos
que abordassem as grandes areas da matemadtica como: aritmética, algebra e geometria, a fim
de desenvolver o pensamento critico e reflexivo dos alunos e, desenvolver a perspectiva
argumentativa, tanto na forma escrita quanto oral através de apresentagdes em grupos, debates

nas apresentacdes e fichamentos.

A ideia de incluir o tema da dissertagdo de mestrado de Santos (2020) justifica-se pelo
fato de ter desenvolvido uma sequéncia de ensino com o uso da estratégia de engenharia
didatica, dividida em trés etapas. A sequéncia de ensino foi concentrada em dois dias de
aplicagdes, a primeira foi a manipulacdo do material didatico desenvolvido pelo pesquisador.
Trata-se de poligonos regulares e ndo regulares produzidos com EVA de 4 cm de espessura,
como tridngulos, quadrilateros, pentagonos, hexadgonos, heptagonos, octdogonos, eneagonos,
decagonos e dodecagonos, distribuidos em 5 kits com 178 pecas em cada um. A referida
dissertacdo esta publicada em e-book de dominio publico pela Atena editora. O objetivo das
atividades foi desenvolver pavimentacao de poligonos regulares e ndo regulares. Para isso, os
alunos deveriam preencher o plano, sem deixar fendas ou buracos entre eles e, sem

sobreposi¢do. Seguimos com a metodologia.
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METODOLOGIA

Como metodologia foi selecionado 5 artigos: Conhecimento de matematica para o
ensino: um estudo colaborativo sobre nimeros racionais; Praticas de discussdo em sala de aula
de matematica: os casos de dois professores; ensinar matematica a luz de uma perspectiva
critica: algumas reflexdes; um modelo tedrico de matematica para o ensino do conceito de
funcdo a partir de realizagcdes em livros didaticos e, prospectivas para o estudo da probabilidade
e da estatistica no ensino fundamental. A finalidade foi analisar o ponto de vista apresentado
pelos autores e relacionar ao contexto da didatica da matematica, discutindo a possibilidade de
aplicagcdo das estratégias para alunos da escola basica, destacando pontos positivos e as
possibilidades de adaptacdo para o ensino fundamental, anos finais e, ensino médio. Para o
desenvolvimento dessa estratégia a turma foi dividida em grupos, por afinidade, para as devidas
discussdes. Os mesmos grupos também apresentaram semindrios abordando a concepgao
didatica francesa de acordo com os tdpicos: obstaculos epistemologicos, registro de
representacao semiodtica, teoria das situagdes didaticas, contrato didatico, transposicao didatica

e, engenharia didatica.

Para cada apresentacdo foi escalado um outro grupo para debater o tema apresentado
com a intervencdo dos demais grupos a fim de provocar a discussdo em funcdo do
aproveitamento das ideias propostas pelos autores dos textos. Para cada apresentacao dos cinco
artigos os grupos produziram um fichamento das ideias dos autores, acrescentando suas
opinides em relagdao a contribuicdo com o processo didatico descrito. Para os seminarios, os
grupos fizeram a apresentacao e propunham estratégias de aplicacdo na escola basica de acordo
com os grandes temas propostos na BNCC (2018), que também foi discutida em aula a partir
da andlise de livros didaticos do PNLD a partir de 2022, com o tema geometria. Segue os

referenciais teoricos que embasaram o desenvolvimento do relato de experiéncia.
REFERENCIAL TEORICO

Como estamos abordando com referenciais teoricos da didatica francesa, destacamos
elementos da engenharia didatica de Artige (1988), que ¢ vista como metodologia de
investigacao e caracteriza-se por uma sequéncia experimental baseada em realizacdes didaticas
em sala de aula, isto €, na percecdo, na realizagdo, na observagdo ¢ na analise da sequéncia de

ensino. A engenharia didatica foi dividida em quatro fazes: Andlises prévias: apoia-se num
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quadro tedrico didatico geral, em conhecimentos didaticos ja adquiridos, em estudos prévios de

programas, de propostas curriculares e de livros didaticos € em estudos historicos e

epistemologicos dos conteudos visados; Concepgao e andlise a priori das situagdes didaticas: o

investigador faz escolhas didaticas para a concepc¢ao de sua sequéncia de atividades e inicia a

analise a priori das mesmas; A experimentacdo e aplicagdo da sequéncia: ¢ o momento da

organizagdo e aplicacdo da sequéncia de atividades planejadas; Andlise a posteriori: ¢ a

interpretagdo das informacgdes extraidas da experimentagdo e da sequéncia de ensino e que

levam a validar ou ndo as hipoteses de pesquisa.

Levando em consideragdo que as atividades apresentadas aos alunos da licenciatura que
envolve o ensino da geometria, mais especificamente a pavimentacdo, nos apoiamos no
artigo de Parzysz (2001), o qual distingue 4 niveis de desenvolvimento do pensamento
geométrico. Nivel 0: geometria concreta onde os objetos sdo materializados; nivel 1:
geometria espaco-grafica onde os objetos sdo apresentados com o uso de instrumentos
(régua, compasso ou software geométrico); nivel 2: geometria proto-axiomatica onde as
demonstragdes sao feitas a partir de premissas aceitas pelos alunos de modo intuitivo sem
necessidade de explicitar; nivel 3: geometria axiomadtica, onde as demonstragdes utilizam
um sistema de axiomas.

Tratando ainda do ensino da geometria, Machado (2005) sugere para a constru¢do do
pensamento geométrico 4 faces de um tetraedro; a percepcdo: refere-se a observagdo e a
manipulagdo de objetos materiais. E a caracteriza¢io das formas mais frequentes presentes
no mundo a nossa volta; a construgdo: refere-se a producdo de materiais que possam ser
manipulados, ou seja, a elaboragdo de objetos em sentido fisico. A construgdo reforca a
percepcao; a representacdo: refere-se a reprodu¢do por meio de desenhos, ou objetos
percebidos ou construidos. A representacao favorece e ¢ favorecida pela percepcao e pela
construgdo; a concepgdo: refere-se a organizagdo conceitual, a busca do conhecimento
geométrico por meio do raciocinio légico-dedutivo e da teorizagdo. Diz respeito a
sistematizacdo do conhecimento geométrico, ¢ onde os elementos conceituais sao
evidenciados, onde tém predominio as definigdes formais, o enuncia do preciso das
propriedades, proposicdes e teoremas. A concepgao favorece a percepgdo, a construcao € a
representacao. Destacamos que nenhuma das faces do tetraedro € privilegiada, ndo tem uma
sequéncia para acontecimentos durante o processo de ensino e aprendizagem na geometria.

Com isso, seguimos com os resultados o desempenho dos alunos e a discussao.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Descrevemos a seguir como foi desenvolvido a sequéncia de ensino para os alunos de
graduacdo. A principio a sequéncia de ensino foi criada para ser desenvolvida em 3 blocos. O
primeiro para explora¢do dos poligonos via manipulagdo do material concreto, pensado para
investigar o grau de conhecimento dos alunos da escola basica e o conhecimento em relagdao
aos poligonos. O segundo para exploracao com o uso do software Cabri Geometrie, pensado
para que os alunos pudessem confirmar por meio do software as situagdes construidas no bloco
anterior. E o terceiro, estudar as propriedades dos poligonos para explicitar os invariantes
relacionados aos poligonos. Esta sequéncia foi produzida e aplicada para aluno do oitavo ano
do ensino fundamental, anos finais em novembro de 2006.

Para a aplicacdo na disciplina de didatica da matematica foi aplicado somente o terceiro
bloco, que corresponde a somas das medidas dos angulos internos e externos dos poligonos e,
as medidas de um angulo interno e externo dos poligonos regulares, a qual chamamos de
deducgdo. Além disso, foi disponibilizado o kit de material concreto para a manipulagdo e
possiveis pavimentagdes. Apresentamos a seguir na figuras 1 a atividade aplicada no laboratorio

de matematica.

Figura 1: atividades do bloco III - dedugao

Deducdo — Atividade 1 - BLOCO III|

Considerando os poligonos regulares a seqguir:

0000 00)

a) Em quantos tridngulos podemos decompor cada um dos poligonos acima?

b) Em quantos tridngulos podemos decompor um poligono de n lados?

¢) Qual é a soma das medidas dos dngulos internos de um poligono de 100 lados?
d) Qual é a soma das medidas dos angulos internos de um poligono de n lados?
e) Qual é a medida de um angulo interno do poligono regular de 36 lados?

f) Qual é a medida do angulo interno de um poligono regular de n lados?

Deducgdo — Atividade 2 — BLOCO III

a) Qual é a soma das medidas dos angulos externos do hexagono abaixo?
b) Obter uma férmula para a soma das medidas dos dngulos externos de um poligono de n

lados.

c) Se um poligono de 10 lados é regular, qual é a medida do dngulo externo desse
poligono?

d) Se um poligono de n lados € regular, qual é a medida do dngulo externo desse
poligono?
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Deducgdo - Atividade 3 - BLOCO III

Determinar a medida do angulo CAD sabendo que a figura € um poligono regular. Descrever
0 processo. A
Deducao - Atividade 4 — BLOCO III

a) Um retangulo € um poligono regular? Escrever sua resposta.
b) Um losango € um poligono regular? Escrever sua resposta.

Deducdo - Atividade 5 - BLOCO III

Na construcdo civil, € muito comum a utilizagdo de ladrilhos com a forma de poligonos para
o revestimento de pisos ou paredes. Entretanto, ndo sdo todas as combinagGes de poligonos
que se presta a pavimentar uma superficie plana, sem que haja falhas ou superposicées de
ladrilhos, como ilustram as figuras:

B

Figura 2: Heptagonos regulares
Figura 1: Ladrilhos retangulares n3o pavimentam p Plfnu [ha
pavimentando o plano. falhas ou superposicgao]

A seguir uma relacdo de alguns poligonos regulares.

AOGO OO0

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinacdo de dois tipos diferentes de ladrilhos entre
os poligonos regulares acima, sendo um deles octogonal, qual devera ser a forma do outro
poligono escolhido?

Deducao - Atividade 6 — BLOCO III

Vocé acabou de fazer algumas pavimentagdes com dois tipos de poligonos regulares. Qutras
pavimentacdes podem ser feitas com dois ou mais de poligonos regulares. Uma delas é a
pavimentacgdo (3-4-4-6), que esta indicada a seguir. Trata-se de um tridangulo equilatero (3
lados), de dois quadrados (4 lados) e de um hexagono regular (6 lados). Existem 8
combinacdes possiveis de poligonos regulares para pavimentar o plano. Tente encontrar as
outras 7 pavimentacdes.

Fonte: Um estudo das propriedades dos poligonos via pavimentagdo. Santos (2020)

A tarefa foi respondida em grupo e obtivemos resultados bastantes satisfatorios em todas
as etapas do bloco III, com a constru¢do da deducdo da soma das medidas dos angulos internos
e externos de um poligono, bem como a interpretacdo de sua aplicagdo para as demais
atividades. As etapas para a contru¢do e deducao da generalizacdo da soma das medidas dos
angulos internos de um poligono foi destacada pelos alunos. Destacamos a atividade 6 onde foi
solicitada as pavimentagdes propriamente dita. Nesta atividade foi colocada uma das possiveis

pavimentacdes e solicitado ao alunos que criasse outras pavimentacdes, utilizando o kit de
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material manupulativo disponibilizado. Praticamente todos os grupos conseguiram encontrar as
pavimentacdes possiveis.

Houve um grupo que destacou a pavimentacao (5, 5, 10), que nao possui continuidade,
que ¢ a junc¢do de dois pentagonos com o decaedro regulares, apesar de a somas das medidas
dos angulos internos em torno de um ponto dos poligonos regulares formar 360° ndo ¢ possivel
dar continuidade para pavimentar o plano, pois a pavimentagdo ndo pode deixar fendas ou

sobreposi¢do e, alguns grupos perceberam isso. Segue uma representacao na figura 2.

Figura 2: pavimentagdo com dois pentagonos e um decagono regulares

Fonte: produzido pelo autor

Apresentamos na figura 3 o kit de materiais manipulativos que contribuiram para a
compreensdo da pavimentagao do plano. No material, os poligonos regulares possuem 2,5 cm
de lado, os poldgonos ndo regulares possuem medidas diferentes. O kif contém seis
dodecagonos regulares, quatro decagonos regulares, seis enedgonos regulares, nove octdgonos
regulares, sete heptagonos regulares, quatorze hexdgonos regulares, dez pentagonos regulares,
vinte e cinco quadrados, quarenta e dois triangulos equilateros, dezesseis triangulos retangulos,
seis poligonos ndo regulares, oito retdngulos, oito quadrilateros em forma de trapézio, oito

tridngulos escalenos e oito losangos, totalizando 178 pecas.

Figura 3: material manipulativo produzido para a sequéncia de ensino

BT
L(3I.Ln.

Fonte: produzido pelo autor
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Considerando os resultados dessas tarefas em grupo podemos dizer que a elas
produziram uma reflexao positiva e, a troca de ideias dentro do grupo favoreceu a compreensao
do significado da pavimentagao.

A outra parte que destacamos foi a aula em um dos laboratorios da universidade onde
os alunos utilizaram o software GeoGebra online para desenvolver a atividade de pavimentagao

com poligonos regulares, conforme indicada na figura 4.

Figura 4: Atividade aplicada aos alunos na aula de didatica da matematica - 2024

Caros alunos.

Esta atividade refere-se a utilizacdo do software GeoGebra para a construgdo das pavimentacoes
no plano com poligonos regulares.

1 — Construir pavimentacdes, se possivel, com apenas um dos poligonos regulares: triangulo
equilatero, quadrado, pentadgono regular, hexagono regular, heptagono regular, octégono
regular, eneagono regular, decagono regular e dodecagono regular. Fazer comentarios das
pavimentacoes.

2 — Construir pavimentacoes, se possivel com apenas dois poligonos regulares. Fazer
comentarios das pavimentagoes.

3 — Construir pavimentagdes com apenas trés poligonos regulares. Fazer comentarios das
pavimentacoes.

Fonte: produzido pelo autor

Para o desenvolvimento desta atividade os alunos foram orientados a utilizarem o
ambiente de geometria dindmica GeoGebra online para reafizar as construgdes. Tivemos o
cuidado de recomendar que utilizassem a ferramenta “poligono regular” nas construcdes e
exluissem o plano cartesiano e a malha quadriculada para que pudessem ter o ambiente como
se fosse uma folha em branco. Essas informagdes foram necessarias para evitar que os alunos
utilizassem a malha quadriculada para construir figuras que nao preservassem as caracteristicas
de constru¢cdo como por exemplo o quadrado e os poligonos regulares.

Todos os alunos perceberam que a pavimentacdo com apenas um poligono como:
triangulo equilatero, o quadrado e o hexagono regular preenchiam o plano. Notaram também
que os demais poligonos regulares recomendados ndo seria possivel pavimentar o plano pois
em torno de um vértice de pavimentacao nao seria possivel encontrar a soma de seus angulos
igual a 360°. Na aula, alguns alunos tiveram dificuldade para construir as pavimenta¢des com
dois e trés poligonos regulares pois, ndo foi disponibilizado o kit de material manipulavel por
se tratar da fase da institucionalizagao, ja haviam realizado os testes na aula anterior.

Temos varias construgdes realizadas pelos alunos. Na figura 5 apresentamos tentativas
de pavimentacdes com apenas um poligono produzidas por eles. Alguns alunos nao

conseguiram realizar todas as verificagdes.
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Figura 5: Pavimentagdes realizadas pelos alunos na aula do dia 08/03/2024

Fonte: construgdo realizada pelos alunos da disciplina de didatica da matematica 2_2024

Agora apresentamos algumas constru¢des com dois poligonos, bem como os

comentarios feitos por eles sobre as constru¢des indicados na figura 6.

Figura 6: possiveis pavimenta¢des com dois poligonos regulares produzidas na aula do dia 08/03/2024

/
=04

@ == = (b

Fonte: construgdo realizada pelos alunos da disciplina de didatica da matematica 2_2024

Nessa construcdo, na figura 6(a) a aluna fez o seguinte comentario: “Esta
pavimentacdo foi construida com octigonos e quadrados. E visto geralmente em pisos. Esta
sequéncia pode ser reproduzida infinitamente sem alterar seu padrdo.” Para a pavimentagao
na figura 6(b) a aluna destacou que ndo se trata de uma pavimentagdo porque foi inseridos nos
espacos entre 4 pentagonos regulares um quadrilatero que ndo € regular. A aluna fez o seguinte
comentario: “Este padrdo foi construido inicialmente com pentdgonos regulares. Apos isso,
tracei um decagono ao centro e entre eles tracei losangos. Ndo ¢ possivel pavimentar com
esta modelagem, pois hd espagos ndo regulares que ndo podem ser preenchidos com
poligonos regulares.”

Com isso, consideramos que os alunos da disciplina de didatica da matematica, turma
do segundo quadrimestre de 2024, compreenderam e assimilaram todo o processo de ensino e
aprendizagem sobre pavimentacdo, perceberam a importancia do kit de material manipulativo

para a preparagdo manual do processo de pavimentacdo com poligonos regulares e nao
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regulares. Assim, desenvolveram a pavimentacdo no ambiente de geometria dindmica
GeoGebra apresentando um oOtimo desempenho. Nao conseguimos apresentar todas as

pavimentacdes dos alunos porque ndo temos espacos suficientes.
CONSIDERACOES FINAIS

Tendo em vista a aplicagao da sequéncia de ensino, constante em Santos (2020), durante
o desenvolvimento da disciplina de didatica da matematica para alunos de graduagdo em
licenciatura em mateematica, no segundo quadrimestre de 2024, na Universidade Federal do
ABC, consideramos que o desempenho e o comprometimento dos alunos nas atividades
propostas foram muito satisfatorios.

A aplicacdo da atividade se concentrou no estudo das propriedades dos poligonos e na
pavimentacdo de poligonos regulares, que corresponde a constru¢do do pensamento
geométrico, fazendo correspondéncia ao processo de constru¢cdo do pensamento em articulacao
com as 4 faces do tetraedro proposto por Machado (2005), podemos dizer que os alunos
atingiram a sistematiza¢ao do conhecimento geométrico, pois os elementos conceiturais foram
evidenciados destacando que as carateristicas das pavimentagdes foram preservadas e
comentadas de acordo com a compreensdo do processo didatico desenvolvido na pratica
docente. Recorrendo as concepgdes do Parzysz (2001) podemos considerar que o desempenho
dos alunos se encontram no nivel 3, onde as deducdes da generalizagao da soma das medidas
dos angulos internos e externos dos poligonos regulares foram formalizadas. Observando o
desempenho nas pavimentagdes realizadas pelos alunos, notamos que chegaram na geometria
axiomatica ao conseguirem realizar as pavimentagdes com trés poligonos regulares e perceber
que o pentagono regular e o decagono regular, apresar de conseguirem parte com a soma das
medidas dos angulos en torno de um ponto igual a 360°, ndo existe a continuidade da
pavimentacao por todo o plano.

Consideramos que os resultados produzidos nas atividades foram produtivos,
despertaram a criatividade dos alunos em relagdo a pavimentagao de poligonos regulares, as
combinagdes das pavimentagdes com trés poligonos regulares provocaram nos alunos um novo
desafio de procurar poligonos regulares, com numero de lados maior que 12, que possam
pavimentar o plano na mesma concepg¢do desenvolvida com os poligonos indicados. Assim a

aplicacdo da sequéncia de ensino superou as espectativas do pesquisador.
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