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Resumo

O movimento de suspensdes particuladas € um grande objeto de estudo nas diversas areas
da Engenharia. Diversas aplicacGes sdo encontradas para este estudo, como, por exemplo, no
escoamento em meios porosos e na sedimentacdo. Neste trabalho, com base nos testes de
proveta para a sedimentacdo gravitacional, consideram-se as regifes de sedimentacédo livre, de
transicdo e de compactacdo, ocupadas pela suspensdo durante o processo. Na regido de
compactacdo, a suspensdo serd modelada por um meio poroso com restricdo de
incompressibilidade que, sob certas condi¢fes, permite o estabelecimento de uma equacgéo
diferencial para a funcao porosidade. Com isso, formula-se um modelo matematico cuja solugédo
fornece diretamente a funcdo porosidade para a regido de estudo. Na equacdo que define a
funcdo porosidade surgem parametros constantes que precisam ser determinados, 0s quais
também aparecem nas equacgdes que descrevem as alturas das interfaces superior descendente
e inferior ascendente e a porosidade média da suspensdo. Foram determinados resultados
numericos que mostraram que o comportamento da curva obtida para a interface superior
ascendente e porosidade média com o tempo sdo compativeis com formas da literatura.
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1. INTRODUCAO

O estudo dos fendmenos de transportes em meios porosos € relevante tanto do ponto de
vista tedrico, como em diversas situacdes praticas que podem ser aplicadas nas diversas areas
da Engenharia, como por exemplo, na Engenharia de Processos Quimicos, com énfase nas
operacdes unitarias que envolvem esta aplicacdo [1]. Na Engenharia de Petréleo, uma grande
aplicacdo para 0 escoamento em meios porosos seriam 0s métodos de recuperacao de petréleo,
que consistem em injecéo de fluido no reservatorio, na maioria das vezes agua ou gas, para
aumentar a recuperacao do 6leo in place no reservatorio [2].

Baseada na mecanica do continuo para uma particula sélida, € importante destacar que o
movimento de queda acelerada de uma particula num fluido € considerado o ponto de partida
para se obter informacdes para a analise de parametros de uma suspensao particulada [3]. Do
ponto de vista de um meio poroso saturado com fluido, modelado pela Teoria Continua de
Misturas Sélido-Fluido sem reacfes quimicas, considerando que a densidade do soélido e do

fluido puros sdo constantes, ou seja, com restricdo de incompressibilidade, a formulagao tedrica,
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como apresentada em [4], fornece equacOes de balanco generalizadas, envolvendo grandezas
constitutivas e arbitrarias.

Para um problema unidimensional, pode ser utilizada modelagem matematica do
movimento gravitacional de suspensdes particuladas em proveta, que ndo € simplesmente um
problema puro de sedimentacdo. A modelagem envolvida é mais complexa, visto que, séo
envolvidas sub-regibes que variam com o tempo e sdo delimitadas por interfaces em
movimento, sendo que em cada regido a porosidade e as velocidades satisfazem um sistema de
equac0es diferenciais parciais [5]. Além disso, é necessario estabelecer condi¢des de contorno
e iniciais para a resolucdo das equaces diferenciais, considerar as condi¢cfes de salto através
da interface em movimento para caracterizar o problema que sera modelado [5].

Este trabalho tem como objetivo realizar um estudo acerca da fungéo porosidade na regido
de compactacdo do movimento gravitacional de uma suspensao particulada em proveta, através

de modelagem matematica.

2. METODOLOGIA
2.1 Modelagem Matematica

De acordo com o modelo matematico proposto por [5], 0 movimento de queda das
particulas so6lidas em proveta (inicio do movimento de queda das particulas sélidas até o
término) é possivel de ser caracterizado por meio de uma curva Altura x Tempo. Esta curva é
dividida em sub-regides, as quais podem ser caracterizadas de acordo com a Figura 1.

No gréafico da Figura 1, HPQR até a altura H corresponde a regido de liquido puro, OPHO
corresponde a regido de sedimentacao livre (SL), OPQO corresponde a regido de transicao (RT)
e a regido limitada por OQR e o eixo dos tempos corresponde a regido de compactacao (RC).
As curvas HPQR, OP e OQ correspondem, respectivamente, as alturas da interface superior

descendente, da onda de aceleracéo e da interface inferior ascendente.

Altara
-

Tempo
Figura 1: Grafico representativo do processo de sedimentacdo em proveta.
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As seguintes relacGes podem ser escritas de cada uma das curvas da Figura (1):

x(t),0<t< o x(t),0<t<t, z(t),0<t<t, Q)
sendo t a variavel tempo, x(t) a altura da interface superior descendente, x(t) a altura da onda
de aceleragéo e z(t) a altura da interface inferior ascendente. O tempo t, indica o instante de
encontro da interface superior descendente com a onda de aceleracdo e o tempo ¢, indica o
instante de encontro das duas interfaces. As alturas satisfazem as condices iniciais (equagéo

2) e as condigdes de contorno (equagao 3).
x(0)=H x(0)=0 2z(0)=0 2
x(to) = x(to) = xo x(te) = z(to) = x. 3
onde H ¢ a altura inicial da suspensdo na proveta. Além disso, considera-se y como a
coordenada espacial (posi¢édo) orientada para cima de tal modo que y = 0 representa o fundo da

proveta ou o eixo dos tempos na Figura 1. A funcéo porosidade da suspensdo na proveta é

definida através da Equacéo 4.

ey, t) 0<y<x(t) 0<t<o (4)
A funcgéo porosidade satisfaz a condicao inicial:

e(y,0) =g, =constante O0<y<H (5)
Com a seguinte nota¢do no fundo da proveta:

€(0,t) = g, (1) 0<t<o Emf = tlim En(t) (6)

As velocidades do fluido e do solido, sdo definidas, respectivamente, por:

Vi, t) eVa(y,t) 0<y<ux(t) 0<t<om (7)
E sdo nulas no fundo da proveta, expressando as condi¢Ges de contorno:

7,00,t) =V,(0,t) =0 0<t<o (8)
Modelando a suspensdo na proveta por um meio poroso com restricdo de
incompressibilidade, da teoria de [4], os balancos de massa e quantidade de movimento linear
podem ser escritos como segue.
2.2 Balancos Baésicos

e Balancos de massa

de 0 de 0
E+£(€V1)—0 E—@((l—e)Vz)—O 9)

e Balancos de quantidade de movimento linear
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0P; 0oy 0F; da,
p1a1=—€@+g+m+plgl pzaz=—(1—£)E+W—m+ngz
s aHsf s al_[sf
——L = — , Mgy =P —P
at dy Ay ot S 0s T
91=92=—49 (10)
p1 = €pr p2 = (1 —¢&)ps
oV, oV,
=24y =2 =1,2
aa at + Va ay a )

sendo Pr(y, t) e P(y,t) presses arbitrarias, a, a aceleragdo, o, € o, a parte constitutiva do
tensor tensdo, m(y, t) a forca difusiva ou resistiva, py e p; as massas especificas do fluido e do
solido, respectivamente e g a aceleracdo da gravidade.
Como, das equacdes (8), tem-se que a funcéo V; + (1 — &)V, ndo depende de y, a partir
da equacéo (7), nota-se que:
eVi+(A—-e)V,=0 0<y<x(t) 0<t<ow (11)
2.3 Porosidade na Regido de Compactacao
A regido de compactacdo € limitada pela proveta e por:
0<y<z() 0<t<t,
0<y<x(t) te <t < oo (12)
Por serem Pr(y,t) e P(y,t) arbitrarias, estas pressdes podem ser escolhidas de modo

adequado, de tal maneira que do sistema (10) pode ser escrita a equacao de intersecao:

d
ﬁo£ = e(1— &)V, = V) + Vo(e — &)

e*(t) = € + % (em(®) — &my) (13)
o = lim 7 (0)
sendo V, uma velocidade constante, &, uma porosidade critica e, com base em (6), &,,r € a
porosidade final no fundo da proveta.
Com isso, a partir das equacfes de balanco de massa (9) e das equacdes (11) e (13),

obtém-se a equacao diferencial parcial a seguir:
0%  Oe¢ oe

ﬁoa—yz=§+V0@ (14)
Pelas equacdes (6), (8) e (13) tem-se a condicao de contorno:
de
Bo 3y (0,8) = Vo(em(t) — ")) (15)

Além disso, adota-se outra condi¢do de contorno:
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9 0,6) = —3k(en(0) — ny) , k=~ (16)
ge T T ER) T Emy) o =g
Baseado na solucdo estatica de (13), introduz-se a funcao:
4y Vo
€ (y) = Exp t (gmf - goo)exp (L_()) ) LO = E (17)
Para a obtengéo da condicéo final:
lim e(y,t) =€ (y) (18)

Assim, as condicdes representadas pelas equacdes (2), (5), (15), (17) e (18) e a equacéo

diferencial (14) formam um problema para a funcdo porosidade, cuja solucao exata € dada por:

y
£,0) = (em(®) = empJexp () +€ ) (19
0
Produzindo, pelas equacdes (6) e (8), a relagéo para a porosidade no fundo da proveta:
em(t) = emy + (€0 — &my ) exp(—3kt) (20)
Para a localizagdo da interface superior ascendente, adota-se a condigéo:
dé, _
Dok -3)6 a@=e@0-e(®) 0stst @

Entdo, pelas equacbes (2), (16), (17), (19), (20) e (21), a altura da interface inferior

ascendente é dada por:

Vo
z(t) = ﬁln(kt +1) 0<t<t, (22)
Para o calculo de k e 1, utiliza-se o encontro das interfaces, que fornece as relagdes:

Vo = 2w, kx. = woIn(kt, +1) wot, > x, (23)
sendo w, a velocidade inicial da interface inferior ascendente.
Para encontrar a altura da interface superior descendente ap6s o encontro das interfaces
pode-se utilizar como base a equacdo (19). Para isso, como ponto de partida, considera-se a

porosidade média da regido de compactacdo apds o encontro das interfaces, expressa por:

1 x(t)
&) = EL ey,)dy t, <t<o (24)
Logo, das equaces (19), (20) e (24) temos:
H H
E(t) = € + (eo - emf)EEl + (emf - sm)mEz t,<t<o (25)
onde
E, = ry(exp(—3kt)) (exp (%Z)) — 1) (26)
4 L
2w (5 1) n-

Usando o balango de massa, tem-se que:
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(1-e®)x®)=(1—g)H t,<t<o (28)
Assim, a partir das equacdes (24), (25), (26), (27) e (28) chega-se a expressao:
x(t)
T=A0+(Af—A0)131+(1—Af)E2 t,<t<oo (29)

A qual, com base em (23), (26) e (27), fornecem de forma implicita, a altura da interface

superior descendente apds o encontro das interfaces, sendo que:

1—-¢ 1—&py
Bo=10 & =1 (30)
Por (3) e (29) no ponto de encontro das interfaces tem-se:
Xc
- = Ao+ (Af — Ap)Esc + (1 — Af)Ey¢ (31)
onde
Eic=E; e Ey,c=E, para x=x,e t=t, (32)
Além disso, considerando-se o sedimento final (t — o) :
Wi
ﬁ=A0+(1—Af)E2f ,E;r =E, parax =x; (33)

sendo xy a altura final da interface superior descendente.
Com isso, das equacdes (31), (32) e (33), obtém-se:
re — Ezc + (Eop — 17)(1 — Eq¢)

A; =
! Eic —Ez¢c + Ezr(1 — Eq¢) (34)
X, Xf

Ao =17~ (1= Af)Ey Tc:gc' T (35)

As quais fornecem, por (30), os resultados:

1—-¢
€ =1-— A, (36)
Ay

Emp=1—-(1- so)A—O (37)

Assim, por (17), (19), (20), (22), (36) e (37), a porosidade para a regido de compactacao

fica completamente estabelecida.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
Os resultados para a fungéo porosidade dependem, por (17), (19) e (20), dos valores de

Vo, k, &mys € €. De acordo com [5], para definir o ponto de encontro das interfaces (x., t.),

deve-se obter o ponto minimo de:

W= UgX
©2(H — x) — u,t (38)

Onde u, € a velocidade de sedimentac&o livre.
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As relacOes (23) formam a base inicial para o calculo de w, e k, comecando com w,, 0
qual j& tem um limitante inferior.

Para a suspensdo aquosa de atapulgita com porosidade inicial 0,97 e altura inicial da
suspensdo na proveta de 40 cm [6], o valor de w, compativel com (29) foi de 0,098 cm/min,
resultado em k igual a 0,006 min™. Para esta suspensdo sdo mostrados resultados nas Tabelas
le2.

A Tabela 1 mostra que a funcdo porosidade da regido de compactacao, antes do instante
de encontro das interfaces, comporta-se de acordo com dados da literatura, representativos do
fendmeno, ou seja, para cada instante a porosidade aumenta do fundo da proveta até a interface
superior descendente, diminuindo com o tempo em cada posicao.

A Tabela 2 mostra que a funcdo porosidade da regido de compactacdo, apds o instante de
encontro das interfaces, também se comporta como esperado, ou seja, para cada instante a
porosidade aumenta do fundo da proveta até a interface superior descendente, diminuindo com

0 tempo em cada posicao.

Tabela 1: Valores da porosidade da regido de Tabela 2: Valores da porosidade da regido de
compactacao antes do encontro das interfaces. compactacdo apos o encontro das interfaces.

g(y,t), 0<y<z(1t g(y,t), 0<y<xf

(Ci’n) 40 80 | 120 | 160 y (x; = 11,25 cm)
min min min min (cm) 200 220 240 260
0 0,9249 | 0,9039 | 0,8941 | 0,8896 min min min min
1,0 | 0,9305 0,9066 @ 0,8954 | 0,8902 0 0,8874 | 0,8869 | 0,8865 | 0,8862
2,0 | 0,9368 | 0,9096 | 0,8969 | 0,8910 1,0  0,8878 | 0,8871 | 0,8867 @ 0,8864
3,0 | 0,9442 | 0,9132 | 0,8987 | 0,8920 2,0 | 0,8882 | 0,8875 | 0,8870 | 0,8866
4,0 0,9173 | 0,9009 | 0,8932 3,0 | 0,8888  0,8880  0,8874  0,8870
5,0 0,9223 | 0,9036 | 0,8949 40 | 0,8896 | 0,8887 | 0,8880 | 0,8875
6,0 0,9284 | 0,9071 | 0,8972 50 | 0,8908  0,8897 | 0,8889 | 0,8884
7,0 0,9117 | 0,9004 6,0 | 0,8925 | 0,8912 | 0,8904 | 0,8898
8,0 0,9181 | 0,9052 7,0 | 08951 | 0,8937 | 0,8927 @ 0,8920
9,0 0,9126 8,0 | 0,8992 | 0,8976 | 0,8964 | 0,8957
10,0 0,9242 9,0 | 0,9058 | 0,9039 | 0,9026 @ 0,9017
z(t), cm 10,0 | 0,9164 | 0,9142 | 0,9127 | 0,9117

349 | 634 | 874 | 1081

A Figura 2 ilustra que a forma da curva da interface inferior ascendente com o tempo

resultante do modelo apresenta o comportamento esperado [7].
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Figura 2: Altura da interface inferior ascendente versus tempo.

4. CONCLUSOES

O modelo matematico apresentado fornece a funcéo porosidade em termos de parametros,
0s quais podem ser determinados conhecendo-se 0s movimentos das interfaces, principalmente
0 da interface superior descendente, relacionada a porosidade média da suspenséo. Assim,
dados experimentais mostrando as alturas das interfaces e a porosidade média podem ser
facilmente empregados para a determinacéo de parametros de sedimentacdo. Para a suspensdo
testada, verificou-se o comportamento compativel da funcdo porosidade e da interface inferior

ascendente com a literatura.
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