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RESUMO

Entender e visualizar gréficos de funcées tridimensionais pode ser uma tarefa dificil
para alunos ingressantes no Ensino Superior. O uso de material concreto e softwares
de geometria dindmica, como o GeoGebra 3D, tém se mostrado grandes aliados
nessa tarefa. Com esse embasamento desenvolvemos um trabalho, que apresenta-
remos neste texto, na disciplina de Geometria Analitica (GAN) de uma universidade
pUblica para o estudo de superficies quadricas com o uso de material concreto.
Num primeiro momento foi elaborada uma sequéncia de atividades para abordar o
contetdo, partindo da forma cléssica, apresentando as equacdes e encontrando as
intersecdes com os planos coordenados, usando o material concreto apenas para
facilitar a visualizacdo. Em sequida, foi feita a associacdo entre as representacoes
analiticas e gréficas. Por fim, propds-se para os estudantes encontrarem a repre-
sentacdo analitica de uma superficie tendo recebido a sua representacdo fisica em
impressdo 3D. Apds a implementacdo dessa sequéncia em trés turmas de GAN,
por meio do trabalho colaborativo entre os docentes envolvidos, foram avaliadas
as atividades e discutidas possiveis alteracdes, com o intuito de que fosse melhor
explorado o material concreto disponivel. Como resultado a sequéncia didética
foi reelaborada com a proposta de ser implementada em sala de aula por meio
da metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo de Matemética através da
Resolucdo de Problemas. A nova sequéncia partiu do uso dos artefatos para auxiliar
na identificacdo dos tracos, posterior relacdo com as representacdes analiticas e
culminando com a determinacdo da equacdo que descreve o sélido. A nova abor-
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dagem metodoldgica foi mais assertiva para o envolvimento dos estudantes, que
conseguiram entender como os tracos vdo formando a superficie, mas ainda hd
pontos que podem ser aprimorados, dentre eles, o tempo destinado a realizacdo
das atividades e reducdo do nimero de problemas propostos.

Palavras-chave: Geometria Analitica, Metodologia de ensino-aprendizagem-ava-
liacdo de Matemética através da Resolucdo de Problemas, Ensino Superior, Trabalho
colaborativo, Secdes conicas.




ANOS

Educagdo matematica (Vol. 3)
24 ISBN: 978-65-5222-019-6
CONEDU

INTRODUCAO

A matemética, frequentemente percebida como uma disciplina abstrata
e desafiadora, apresenta um conjunto de dificuldades que pode se manifestar
de diversas maneiras, especialmente em estudantes com diferentes estilos de
aprendizagem. Segundo Duval (2003), a capacidade de transitar entre as dife-
rentes formas de representacdo (natural, gréfica, numérica e analitica) é essencial
para a construcdo do conhecimento matemético. No entanto, muitos alunos
enfrentam dificuldades significativas em visualizar e formalizar conceitos mate-
maticos. Tall (1991) ressalta a importdncia de uma relacdo mais estreita entre a
intuicdo e o rigor matemético, destacando que o que pode parecer intuitivo para
um mateméatico experiente nem sempre é claro para o aluno.

Nesse confexto, a tecnologia pode desempenhar um papel crucial na
superacdo dessas barreiras. A incorporacdo de atividades que utilizam recursos
tecnoldgicos, como o GeoGebrs, software de geometria dindmica, e materiais
produzidos por impressdo 3D, podem facilitar a aprendizagem, oferecendo
representacdes que ajudam os estudantes a desenvolverem uma compreensdo
mais profunda e significativa dos conceitos matematicos. Além disso, uma abor-
dagem metodoldgica em que o estudante participa da aula de forma mais ativa
e comprometida com sua aprendizagem também pode propiciar ao estudante
uma melhor compreensdo dos novos conceitos mateméticos e suas diferentes
formas de representacdo. Uma dessas abordagens é a metodologia de ensino-
-aprendizagem-avaliacdo de matemética através da resolucdo de problemas
(MEAAMaRP).

Com essas perspectivas e com acesso ao Laboratério Fabrica Matemética
— FAB3D, da Universidade do Estado de Santa Catarina, no qual sdo produzidos
materiais concretos usando impressdo 3D e corte a laser e aplicativos dindmi-
cos no GeoGebra para o ensino de matemética para todos os niveis de ensino,
propomos uma sequéncia didatica para ensinar o contetdo de superficies qué-
dricas por meio MEAAMaRP com o uso de materiais concretos e do software
GeoGebra.

Nesse texto relatamos a evolucdo da sequéncia e os resultados da sequnda
aplicacdo, os detalhes estdo descritos na secdo metodologia. Na sequéncia do
texto apresentamos o referencial tedrico, a metodologia, os resultados e discus-
sdes e as consideracdes finais da atividade.
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REFERENCIAL TEORICO

A matemética utiliza diferentes sistemas de signos, como gréficos e
expressoes algébricas, que podem ser convertidos entre si, mas cuja interpre-
tacdo pode variar de acordo com o contexto do aprendiz (Duval, 2003). Ao
trabalhar com superficies quédricas, por exemplo, o estudante pode identificar
a representacdo algébrica de uma superficie, mas pode sentir dificuldades para
representar graficamente ou vice-versa. Para que se possa falar em aquisicdo
de conhecimento ou conceitualizacdo, o estudante deve ser capaz de transitar
naturalmente por diferentes registros. Para Duval (2003, p. 15), “a compreensdo
em matematica supde a coordenacdo de ao menos dois registros de represen-
tacoes semidticas”.

A utilizacdo de materiais manipuléveis produzidos por impressdo 3D pode
facilitar essa transicdo, permitindo que os estudantes interajam fisicamente com
as superficies quédricas, promovendo uma exploragcdo mais rica e significativa
dos conceitos mateméaticos e uma melhor integracdo dos diferentes registros
semioticos.

A impressdo 3D, desenvolvida na década de 1980 para prototipagem
répida, tem se mostrado uma ferramenta valiosa na educacdo, especialmente
no ensino de Matemética. Essa tecnologia possibilita a criacdo de artefatos
que representam as superficies quédricas, tornando conceitos abstratos mais
tangiveis.

Embora a impressdo 3D seja uma inovacdo recente, a utilizacdo de mode-
los tridimensionais na educacdo ndo é nova. Slawkovsky (2012) aponta que
educadores tém empregado representacdes tridimensionais feitas de diver-
sos materiais por séculos, como evidenciado nos “Elementos de Euclides”, que
incluiam objetos dobrados de papel para facilitar a demonstracdo de conceitos
espaciais.

Conforme argumenta Oliveira (2014), a visualizacdo fisica associada as
tecnologias digitais abre novos cenérios para a exploracdo e investigacdo mate-
mética, criando um importante elo entre o estudante e o objeto de estudo.
Dessa forma, a impressdo 3D aliada a representacdo dindmica dos gréficos em
softwares como o GeoGebra ndo apenas enriquece os processos de ensino e
de aprendizagem, mas também pode potencializar a compreensdo de conceitos
matemaéticos, tornando-os mais tangiveis e concretos. Lemke, Siple e Figueiredo
(2016), enfatizam que a interacdo com objetos fisicos oferece uma compreen-
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sdo diferenciada em relacdo ao objeto virtual, cuja complexidade pode tornar a
abstracdo quase impossivel.

Ainfegracdo da visualizacao fisica por meio de tecnologias digitais, como
a impressdo 3D e softwares interativos como o GeoGebra, ndo apenas pode
facilitar a exploracdo matemética, como também pode auxiliar o estudante na
resolucdo de problemas.

Aresolucdo de problemas é um termo muito utilizado nos variados aspec-
tos de nossa vida e refere-se a um processo sistematico em que um individuo ou
grupo identifica, analisa e busca solucdes para questdes ou desafios especificos.
Na matematica, € uma habilidade que pode estimular o pensamento critico, a
criatividade e a capacidade de tomar decisdes. No entanto, a resolucdo de pro-
blemas tanto pode ser vista como o ato de solucionar um problema como uma
forma de ensinar matemética.

Desde a publicagdo da primeira edicdo do livro “How to Solve It” de Polya,
em 1945, a resolucdo de problemas em sala de aula tem sido bastante discu-
tida. De acordo com Schroeder e Lester? (1989) ha trés concepcdes acerca de
resolucdo de problemas que sdo ensinar para/sobre/através da resolucdo de
problemas. O ensinar para resolver problemas ocorre quando os chamados
problemas sdo propostos ao final de um conteddo como uma aplicacdo; ensinar
sobre ocorre quando se esta ensinando estratégias para solucionar problemas,
nesta concepcdo, se situam os trabalhos de Polya (2006); e, ensinar através da
resolucdo de problemas pode ser entendida como uma metodologia de ensino,
pois € uma forma de ensinar novos contedos matematicos partindo do conhe-
cimento prévio dos estudantes. Esta é a concepcdo de resolucdo de problemas
que tratamos neste artigo.

Allevato e Onuchic (2021) afirmam que nao hé formas rigidas de implemen-
tar em sala de aula 8 MEAAMaRP, mas a partir de experiéncias de seu grupo de
pesquisa, sugerem um rofeiro com dez etapas: proposicdo do problema; leitura
individual; leitura em conjunto; resolucdo do problema; observar e incentivar;
registro das resolucdes na lousa; plenéria; busca do consenso; formalizacdo do
conteldo; e, proposicdo e resolucdo de novos problemas. Embora este roteiro
possa ser adaptado conforme as necessidades da turma, é fundamental que ndo
se perca a esséncia da metodologia, que se concentra na discussdo coletiva

3 Esses autores dizem que essa classificacdo das concepcdes de resolucdo de problemas foi divul-
gada a primeira vez por Hatfield {1978).
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(momento da plenéria) e na formalizacdo do conteddo (Azevedo, Figueiredo,
Palhares, 2020, p. 7).

Um docente que deseja utilizar 8 MEAAMaRP inicialmente deve escolher/
propor o problema, chamado de problema gerador, cuja solucdo permitird abor-
dar o novo contetdo almejado. Em sala de auls, os estudantes desenvolverdo
rabalhos em grupos de pelo menos dois estudantes?. A funcdo do docente serd
mediar o trabalho. Os estudantes costumam questionar se o que fizeram estd
certo ou errado, o professor deverd responder com observacdes e/ou ques-
tionamentos que levem os estudantes a refletirem se a estratégia adotada estd
adequada ou se precisam pensar de outra forma. Além disso, o docente, como
mediador, pode sugerir algum problema auxiliar para ajudar o grupo ou a turma
a entender uma dificuldade que estdo tendo na resolucdo. Depois de resolvido
o problema, deve ser organizado o compartilhamento das resolucdes, seja por
registros na lousa, em cartazes, de forma oral, dentre outras tantas estratégias
possiveis. A melhor forma de realizar a plenéria que propicia a discussdo coletiva
em busca do consenso depende do tipo de problema gerador proposto, além
da quantidade de grupos, pois se for um grande nimero, pode ficar invidvel
todos registrarem as resolucdes no quadro, como recomendado pelo roteiro
supracitado. Apds essa etapa, faz-se o fechamento com a formalizacdo do con-
tedo, que é o momento em que o docente insere definicdes, nomenclaturas e
formalismo matematico. Por fim, o docente propde novos problemas para dar
continuidade ao desenvolvimento do conteddo e/ou pode desafiar os estudan-
tes a usarem sua criatividade para criarem novos problemas que envolvem o
conteldo de trabalhado. Para a formulacdo de problemas o professor pode dei-
xar o tema livre, fornecer condicdes que devem ser satisfeitas ou os problemas
devem ser reformulacées de problemas jé resolvidos, ou sejs, fratam-se, respec-
tivamente, de problema livre, problema semiestruturado ou problema fechado.
Essa é a tipologia de acordo com Stoyanova (1997).

Nesse trabalho usamos a MEAAMaRP como metodologia de ensino e
integramos o uso de materiais concretos e o software GeoGebra no ensino de
quédricas, na sequéncia descrevemos a metodologia do trabalho.

4 Recomenda-se que ndo seja um nimero grande de integrantes em cada grupo para que todos
possam interagir.
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METODOLOGIA

O trabalho apresentado neste texto se trata de uma pesquisa qualitativa
intepretativa, pois de acordo com Moreira (2002, p.1-2) na pesquisa qualitativa
(intepretativa), o interesse central estd

em uma interpretacdo dos significados atribuidos pelos sujeitos a
suas acées em uma realidade socialmente construida, através de
observacéo participativa, isto €, o pesquisador fica imerso no fend-
meno de interesse. Os dados obtidos por meio dessa participacdo
ativa sdo de natureza qualitativa e analisados correspondente-
mente. As hipdteses sdo geradas durante o processo investigativo.
O pesquisador busca universais concretos alcancados através do
estudo profundo de casos particulares e da comparacdo desse
caso com outros estudados também com grande profundidade.
Através de uma narrativa detalhads, o pesquisador busca credibi-
lidade para seus modelos interpretativos. (Moreira, 2002, p.3-4;
grifo do autor).

A primeira sequéncia de atividades, desenvolvida com a colaboracdo de
uma mestranda, foi implementada em trés® turmas de Geometria Analitica (GAN)
da UDESC/Joinville, no segundo semestre de 2019 e era composta por trés
questdes que visavam abordar o contetdo de superficies quadraticas partindo
do analitico e finalizando com o uso de material concreto para fazer a transicdo
entre diferentes registro de representacdo. A sequéncia foi organizada em frés
momentos. No primeiro momento, foram apresentadas as definicdes de super-
ficies quédricas e de traco (intersecdo da superficie com planos coordenados
ou paralelos a planos coordenados) e um exemplo de como construir, passo a
passo, a representacdo gréfica de um superficie conhecendo-se a sua equacao.
Apds esta explicacdo detalhada era proposto aos estudantes a primeira ques-
t30, na qual deveriam contruir o gréfico de seis superficies (paraboloide eliptico;
hiperboloide de uma folha; elipsoide; cone; hiperboloide de duas folhas; e, para-
boloide hiperbdlico) seguindo o passo a passo do exemplo. Convém salientar
que, para a sala de auls, foram levados artefatos feitos usando impressdo 3D que
representam as superifices quadraticas abordadas na questdo 1, os quais foram
utilizados apenas para auxiliar na visualizacdo. Por esta descricdo, é possivel
identificar que, apesar de ter sido levado o material concreto para a sala de auls,

5 A professora de uma dessas turmas foi a primeira autora desse trabalho.
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ele foi pouco explorado e a estratégia metodoldgica adotada pelos professores
foi a tradicional. Pode-se dizer que os docentes trabalharam com a resolucdo de
problemas sob a concepc¢do de ensinar sobre resolver problemas.

Em um segundo momento, foi proposta a questdo 2 que, no enunciado,
fornecia um quadro com o nome das superficies quadricas e sua respectiva
equacdo padrdo e, em seguida, apresentava trés colunas (A, B e C). Na coluna
A encontram-se seis equacdes de superficies quadricas (de a até f]. Na coluna
B estavam seis imagens de artefatos feito com impressdo 3D para que os estu-
dantes fizessem a associacdo entre as equacdes apresentadas na coluna A com
as representacdes concretas da coluna B. E, na coluna C, o estudante deveria
fornecer o nome da quédrica. Essa atividade explorava a conversdo entre dife-
rentes registros de representacdo: algébrico (nas equacdes), gréfico/figural (nas
imagens) e linguagem natural (no nome das equagdes).

No terceiro momento, foi proposta a questdo 3 que consistia em obter
a representacdo analitica de uma superficie quadrica a partir das medidas
que deveriam ser aferidas a partir de um artefato fisico recebido na visita ao
Laboratério Fébrica Matemética (FAB3D) que tinha no seu acervo os materiais
concretos que representavam quédricas, além de diversos outros materiais para
o ensino de matemaética. Essa atividade foi realizada em horério extraclasse. Para
que os estudantes pudessem realizé-la, foi exemplificado, passo a passo, como
obter-se-ia a equacdo de um elipsdide e de um hiperboldide de duas folhas a
partir das medidas aferidas diretamente no artefato.

Por fim, apds a implementacdo desta sequéncia, cada docente envol-
vido relatou suas percepcdes sobre a atividade, apresentando pontos positivos
que julgavam estar adequados e pontos que precisariam ser reformulados. Os
professores participantes desta experimentacdo propuseram alteracdes com o
intuito de que as potencialidades do uso material concreto pudessem ser melhor
exploradas e que facilitassem a aprendizagem em vez de servir apenas como
um objeto ilustrativo. Como resultado deste trabalho colaborativo, a sequéncia
de atividades foi reelaborada com o intuito de que a implementacdo em sala de
aula seja por meio da metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo de mate-
maética através da resolucdo de problemas (MEAAMaRP).

A nova sequéncia desenvolvida, com auxilio de uma bolsista de IC, é cons-
tituida de sete problemas os quais exploram o material concreto e gradualmente
v30 passando para a representacdo geométrica e algébrica fazendo como o

aluno transite entre diferentes registros de representacdo.
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Essa nova sequéncia foi implementada em uma turma de Geometria
Analitica da UDESC/Joinville, no primeiro semestre letivo de 2023, cuja pro-
fessora é a seqgunda autora. Ao todo foram utilizadas quatro horas aulas para o
desenvolvimento da sequéncia. Ou sejg, ela foi desenvolvida em dois dias de
aula da disciplina. Ao todo 13 alunos, que foram divididos em quatro grupos,
sendo trés trios e um quarteto (G1, G2, G3 e G4, participaram no primeiro dia, e
19 no segundo. Dois dos seis alunos que vieram somente no segundo encontro
passaram a integrar dois trios que vieram na primeira aula e, os outros quatro for-
maram um novo quarteto (G5). No primeiro dia estavam mediando a atividade a
professora regente (segunda autora) e a bolsista de IC. No segundo dia apenas
a professora regente conduziu as atividades.

No primeiro dia os quatro grupos conseguiram finalizar a resolucdo dos
problemas 1 e 3 e trés grupos conseguiram finalizar a questdo 4. O segundo
problema no momento da aula a professora considerou muito parecido com
o primeiro e disse para os alunos usarem apenas a denominacdo das quédri-
cas nele apresentado. O quarto e quinto problema os alunos deveriam terminar
extraclasse e postar a resolucdo na plataforma online da disciplina. Com relacdo
ao roteiro de atividades de Allevato e Onuchic (2021), foram desenvolvidas as
cinco primeiras etapas nesta aula e extraclasse. No segundo dia de aula foi rea-
lizada a plenéria e busca do consenso dos problemas 1, 3, 4 e 5 propostos e a
formalizacdo do contedo de quédricas. Ao final da discussdo coletiva e formali-
zacdo foram propostos os dois Ultimos problemas desta sequéncia de atividades
que se referiam a modelagem de uma equacdo de quéadrica através dos dados
coletados no modelo fisico e a proposicdo/formulacdo de novos problemas.
O detalhamento das atividades propostas nesta segunda versdo da sequéncia,
um resumo de como foi conduzidada a aula e a anélise dos resultados, a partir
das resolucdes escritas dos estudantes, serdo apresentados na proxima secao.
Convém salientar ainda que a coleta dos dados dessa pesquisa qualitativa se
deu pelos registros escritos dos alunos e observacdes e relatos dos docentes
envolvidos.

RESULTADOS E DISCUSSAO

O problema 1 (Quadro 1) almejava que os estudantes identificassem
as secdes conicas resultantes da intersecdo de um plano com uma superficie
quédrica.
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Quadro 1: Problema 1

Vocés receberam um material concreto que é a representacio de uma superficie (ou parte dela).
Observem essa superficie e imaginem-na em um referencial cartesiano em que o centro ou vértice esteja
na origem do sistema de coordenadas XY Z, como, por exemplo, na Figura 1.

Figura 1: posicdo das superficies

Use as imagens da Figura 1 para indicar o posicionamento do artefato recebido com relacdo ao plano
cartesiano. Se vocé utilizar oufro posicionamento para os eixos coordenados, favor indicar o referencial
cartesiano utilizado. Considerando o posicionamento escolhido:
a) quais sdo as intersecdes dessa superficie com os planos coordenados?
b) quais sdo as intersecdes com o0s planos paralelos aos planos coordenados?
c) apoiando-se no conhecimento de conicas, identifique as equacdes cartesianas das curvas resultantes

da intersecdo do artefato com os planos coordenados, apresentando as equacdes de forma genérica.

2
. P oo - -~ . X
Por exemplo. se a interse¢do no plano x0z for uma hipérbole com eixo real em x vocé colocarda — —
a

z
z
—_—=1.
hZ

Fonte: elaborado pelas autoras (2023).

Para realizacdo da atividade foram utilizados materiais concretos produzi-
dos por impressado 3D pelo FAB3D. Na Figura 1(a) pode-se observar os materiais
usados e na Figura 1(b) uma das equipes manipulando-os.

Figura 1: Resolucdo do p o material concreto.

(a)

i

Fonte: Dados da Pesquisa (2023).

As superficies que os grupos G1, G2, G3 e G4 receberam foram, respec-
tivamente, paraboloide, hiperboloide de duas folhas, hiperboloide de uma folha
e hiperboloide de duas folhas. Todas as equipes apresentaram solucdo correta

59
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para os trés itens propostos. Dois grupos responderam os itens (a) e (b) da questao
fazendo um esboco de cada traco e outros dois grupos apenas identificaram por
escrito qual seria a curva resultante da intersecdo da superficie com o respectivo
plano requerido em cada item. No item (c) todos apresentaram as respectivas
equacdes cartesianas das curvas resultantes da intersecdo da superficie com
os planos coordenados, identificando-as. Observamos que os alunos tiveram
que posicionar/imaginar a superficie recebida em material concreto em um
referencial cartesiano, ou sejs, eles fazem um tratamento no registro concreto.
Posteriormente eles precisam identificar as curvas de intersecdo do material
com planos do referencial e escrever as equacdes dessas cdnicas, fazendo uma
conversao do registro no material concreto para o registro algébrico. A Figura 2
ilustra a solucdo de G3.

Figura 2: Solucdo do problema 1 por G3.

[L\ Cé'ﬂho (0/ 010) 2! WAV’O Xy = d.',sc C) Hip{’fbolt Cixe IIL’ 2% /:—Y’, 5:: 1
at b

Pedo y2 = Higérbole de g
d Elipt = X' y1 .
ues Aofkes ral

Plong ¥z = Hikihole ¢

Plavic vy = elpst

P/&\/IO vz = H;Pg':bolt Live yeel / ' e
n;ptfbc’c eide leel e X2 1! _2%:1
»

Plavio ¥z = wpeibole eive el ¢ ey tolles =

Fonte: Dados da Pesquisa (2023).

O Problema 2 apresentava um quadro com o nome de cada superficie qué-
drica associada a sua representacdo geométrica (Quadro 2) e previa que cada
equipe recebesse um kit com pelo menos um artefato concreto como represen-
tacdo de cada modelo de quédrica. A partir disso, os alunos deveriam escolher
um dos artefatos que representa uma quédrica, imaginar esse artefato num refe-
rencial cartesiano XYZ como as figuras ilustradas no quadro (que receberam) e
descrever as intersecdes dessas superficies com os planos coordenados e com
os planos paralelos aos planos coordenados. Como esse problema repetia todos
os passos do Problema 1, a professora regente disse para os alunos usarem os
nomes das quadricas dados nesse enunciado para classificarem a quédrica do
Problema 1. Essa escolha foi feita para otimizar o tempo de aplicacdo e também
pelo fato que as equipes iriam apresentar os resultados para os colegas, entdo
consequentemente eles teriam a discussdo de outras superficies diferente da
que receberam no Problema 1.
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Quadro 2: Nomes e representacdes graficas das superficies quédricas do Problema 2
)
Elipsoide Cone eliptico
Hipeshaloide Paraboloide
4o eliptico
folha H
Hipaibaifiids Paraboloide
iy hiperbolico
folhas ~

Fonte: Elaborado pelas Autoras (2023).

No inicio da atividade foi observado que os estudantes estavam apreen-
sivos, pois precisavam do conhecimento de conteddos abordados ao longo do
semestre (cdnicas, plano cartesiano tridimensional, equacdes de planos). Com
auxilio da professora e da bolsista de IC, respeitando o ritmo de cada grupo,
todos finalizaram os trés primeiros problemas. Como nem todos os estudantes
estiveram presentes a professora da turma entrou em contato por e-mail com os
que faltaram para que pudessem fazer a atividade antes da aula seguinte e assim
também participar ativamente das discussdes. Porém, apenas um aluno atendeu
a solicitagdo, esse aluno integrou o G5.

Os problemas 3 e 4 (Quadro 3| forneciam a equacdo de uma superficie
quédrica, sem atribuir-lhe nome, e induzia o estudante a encontrar a equacdo da
secdo conica que resultava da intersecdo desta superficie com os planos coor-
denados e a identificé-la. Por fim, os alunos usariam essas secoes conicas para
representar a superficie.
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Quadro 3: Problemas 3 e 4

Problema 3. Os tracos de uma superficie sio obtidos através da intersecdo dessas com os planos
coordenados, ou, planos paralelos aos coordenados. Dada a superficie de equagio

x? z?
=+
Y=16" 2
responda os itens a seguir:
a) fazendo y =0 na equagio da superficie tem-se, no plano y0z, a equacdo
Logo, o traco é uma (nome da conica).
b) fazendo y =4 na equagio da superficie tem-se, no plano y =4, a equacdo
Logo, o trago € uma (nome da coénica).
c) fazendo x=0 na equacio da superficie tem-se, no plano Y0z, a equacio
Logo, o trago € uma (nome da cénica).
d) fazendo z=0 na equagio da superficie tem-se, no plano x0y, a equacdo
Logo, o trago € uma (nome da coénica).

Apds terem sido feitas a identificacdes dos tragos, represente todos no mesmo referencial. Se for
necessario faga mais tragos para conseguir ter uma representacio da superficie quéadrica.

Problema 4. Em cada um dos itens abaixo é dada uma equaciio referente a uma superficie quadrica.
Considere a equacgdo dada e determine seus tragcos nos planos coordenados e em alguns planos paralelos

aos planos coordenados. Represente geometricamente esses tracos, identifique a superficie e faca um
esboco da superficie.

2 2
a) Considere a equagio x? + yT - % =1 e responda:
1) Qual a intersecdo com o plano xy?
i1) Qual a intersecdo com o plano xz?7
111) Qual a interse¢do com o plano yz?
1v) Qual a interse¢do com o plano z = 27

2
b) Considere a equacio x% + yZ + z: = 1 e responda:
1) Qual a intersecdo com o plano xy?
i1) Qual a intersegdo com o plano xz?
i11) Qual a interse¢do com o plano yz?
iv) Qual a intersecdo com o plano z = 27

Fonte: elaborado pelas autoras (2023).

Com relacdo ao Problema 3, todos os grupos identificaram corretamente
os conicas oriundas da intesecdo das superficies com os planos coordenados.
A segunda parte do problema que era para fazer a representacdo da superficie
a partir dos tracos foi feita corretamente por quatro grupos. Um grupo néo fez
esta segunda parte. Nesse problema os alunos comecaram no registro algébrico
e fazendo tratamentos na equacdo quédrica, obtiam as equacdes das cdnicas
que eram representadas bidimensionalmente nos planos de intersecdo, fazendo
uma conversdo para o registro grafico e por fim, um tratamento nesse registro
para interpretar a superficie tridimensional. Nos problemas 4 e 5 identificamos
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as mesmas conversdes e tratamentos. Na Figura 3, apresenta-se o paraboloide
eliptico apresentado pelo G4.

Figura 3: Superficie quadrica do Problema 3 por G4.

Fonte: Dados da Pesquisa (2023).

O item a do Problema 4 foi resolvido corretamente por trés grupos. O
quarto grupo identificou os tracos assertivamente, mas ndo representou a super-

ficie quédrica. Com relacdo ao item b, dois grupos resolveram corretamente, na
Figura 4a temos a resolucdo de G1; um grupo fez a identificacdo dos tracos (nos
planos coordenados) corretamente, mas representou o elipsoide com centro
fora da origem; e, um grupo ilustrou meia elipse dois planos coordenados e ndo
fez a representacdo da superficie, como ilustra a Figura 4b.
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Figura 4: Resolucdes do item (b) do Problema 4.
Figura 4a: Resolucdo G Figura 4b: Resolucao G2
8-
|
) Fiies
) ’//"|F\\
1 r\_ —
o ?7
TV T

Fonte: Dados da Pesquisa (2023).

O problema 5 fornecia equacdes de superficies e solicitava que usando o
conhecimento anterior fossem encontrados os tracos e identificadas as superfi-

cies (Quadro 4).
Quadro 4: Problema 5

Usando as ideias desenvolvidas nos problemas anteriores identifique a quadrica que representa
cada equacdo a seguir. Justifique sua resposta. Considere a, b,c € R,.

2 2
Ly oL EF r Yy L EF
a)—2—|—§+—2— b)az b2 2 1
ﬁ_y_z_f—l dx_z vz 0
c)ﬂz Bz 2 )az bz 2
2 2 2
— y _x y
E)Z—*Z‘FE f)z—afzfﬁ

Fonte: Elaborado pelas autoras (2023).

Na solucdo do Problema 5, trés grupos identificaram as superficies e fodos
os fracos e, um grupo, apenas atribuiu 0 nome das superficies, sem justificativas.
Esse grupo classificou erroneamente o item €] como sendo uma sela. G2 foi o
Unico que além de analisar os tracos e identificar as superficies, ilustrou a qué-
drica. Apesar desse grupo ter identificado corretamente todas as superficies, se
equivocaram na determinacdo do traco no plano do item c|, disseram que era
um plano em vez de uma hipérbole (Figura 5).
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Flgura 5: Solucao do Problema 5por G2
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Fonte: Dados da Pesquisa (2023).

O segundo dia de aula iniciou com a plenaria. Os quatro grupos do
primeiro dia apresentaram oralmente suas conclusdes sobre o Problema 1.
Simultaneamente foi feita a discussdo e chegada ao consenso. Também foram
feitas comparacdes com as quatro superficies diferentes que foram apresentadas:
hiperboloide de uma folha, hiperboloide de duas folhas, elipsoide e paraboloide.
Depois dessa discussdo a professora fez uma formalizacdo usando as superfi-
cies em material concreto e as suas representacdes geométricas no software
GeoGebra, destacando as caracteristicas de cada uma em relacdo 3s intersecoes
com os planos coordenados e com planos paralelos aos planos coordenados.
Apds isso, o Problema 3 e os dois itens do Problema 4 foram apresentados, cada
um por uma equipe. Dizendo como procederam com as equacdes dadas para
encontrar as intersecdes e assim identificar a superficie. Todos pensaram de
forma correta e com as intersecdes conseguiram concluir a superficie. Essas trés
equipes ja tinham feito a questdo 3 na aula anterior em sala. Depois foi feita uma
plenéria e discussdo em conjunto sobre o Problema 5. Ao perguntar para as equi-
pes como fizeram, um estudante respondeu que usou o GeoGebra atribuindo
valores para as incognitas , e para entender e identificar a superficie. Outros ndo
falaram explicitamente, mas provavelmente usaram o livro de apoio. Durante a
discussdo foram sendo observadas as intersecdes com os planos, como tinha

sido feito no exercicio anterior, observando essas intersecdes no material con-
creto. Depois dessa discussdo, a professora fez a formalizacdo do conteddo e
indicou mais problemas para serem resolvidos, além de dar as orientacdes para
realizarem de forma extraclasse, como trabalho, os Problemas 6 e 7.
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No Problema 6 os estudantes foram desafiados a encontrarem e equacdo
da superficie quédrica que representa um dos sélidos do material manipulével.
Para tanto foi fornecido o exemplo, apresentado no Quadro 5, de como pode-
riam proceder.

Quadro 5: Problema 6

Seu grupo recebeu um objeto concreto para esta questdo. Apos ler o exemplo 6.1, siga as orientacdes
para chegar na equacdo da superficie do seu objeto.

Exemplo 6.1. O exemplo a seguir apresenta, de forma detalhada, como obter a representacdo analitica
de um hiperboloide de duas folhas, a partir de um objeto concreto.
Seja um hiperboloide de duas folhas orientado no eixo z e centrado na origem, como na Flgura 1.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
Visto que a equagﬁo caracteristica de um hiperboloide de duas folhas orientado no eixo z ¢ dada por
2 2
_r_ y— + = = 1. o objetivo & definir os valores de a?, b? e c?.

aZ
Como indicado na Figura 2, a distancia entre as hipérboles é de 5 cm. Dessa forma, como o hiperboloide
de duas folhas esta centrado na origem, a distincia do ponto (0, 0, 0) a cada hipérbole € 2.5 cm. Logo, a
intersecdo do hiperboloide de duas folhas com o eixo z define dois pontos (0, 0, 2.5) e (0, 0, -2.5).
Substituindo esses pontos na equagdo caracteristica obtemos ¢? = 6,25.

Na Figura 3, mediu-se a distancia entre duas elipses simétricas em relacdo ao eixo z. Note que, como a
distancia entre essas elipses € de 10 cm e a distincia entre as hipérboles € de 5 cm, conforme a Figura
2, temos que a distancia entre o ponto inicial da hipérbole e a referida elipse é de 2,5 cm. Logo, a
distancia entre a origem e a elipse em questio € de 5 cm.

Assim, fica mais facil determinar a® e b? utilizando a interse¢iio com os planos z = 5e z = —5. Quando
z =50uz = —5, temos uma elipse de raio menor medindo 2 cm e raio maior medindo 4 cm, como
mostra a Figura 4.

Substituindo z = 5 e ¢ = (2,5)? na equagdo carateristica, temos que:
x2 yz 52 X% y? 52 Xy

T = L 1 - Z 4+ 2 -

= = = + =
a2 el T e, 2572 > " 3az 3D

2

Sabendo que a equagdo caracteristica da elipse ¢ dada por
x2  y?
—_ —
72 R2
como o raio menor esta contido no eixo x, temos que:

=1

4
3a2=22=>a2=§

€, como o raio maior esta contido no eixo y, temos que:
16
3b2 =42 = g% = ?
Portanto, os valores de a?,b e c? foram determinados e, assim, € possivel escrever a equagdo desse
hiperboloide de duas folhas como:

3x% 3y% Z?

T 16 625
Agora ¢ a sua vez! A partir do exemplo anterior, detalhadamente descrito, faga as medigdes necessarias
para obter qual € a equacgdo da superficie quadrica. Siga o passo a passo com sua propria pega ¢ utilize o
espago abaixo para anotar as medi¢des e desenvolvimento matematico necessario para se obter a equagdo
da superficie.

Fonte: Elaborado pelas autoras (2023).
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A partir da andlise das resolucdes apresentadas para o Problema 6, inferi-
mos que foi um problema dificil para os estudantes, pois somente G1 apresentou
a solucao correta (Figura 6).

Figura 6: Solucdo do Problema 5 de G1
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Fonte: Dados da Pesquisa (2023).

Os demais grupos tomaram as medidas do artefato, mas utilizaram os
dados de forma equivocada. Como exemplo disso, observe parte da resolu-
¢do apresentada por G4, na Figura 7. Nesta imagem observa-se que em vez
de ufilizar as medidas 1,7 cm e 3,3 cm como sendo a medida do eixo menor e
maior, respectivamente, da elipse no plano, o grupo substituiu esses valores nas
varidveis e da equacdo da elipse no plano , otendo assim uma equagcdo com

incognitas e .
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Figura 7: Solu¢cdo do Problema 5 por G2
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Fonte: Dados da Pesquisa (2023).

O problema 7 (Quadro 6) era para o estudante elaborar um problema
envolvendo das superficies quadricas.

Quadro 6: Problema 7

Elabore um problema envolvendo os conceitos de superficies quédricas. Se quiser vocé
pode utilizar algum material do FAB3D no seu enunciado. Ndo pode ser um exercicio
da lista e nem pronto num livro. Além de criar a questao, vocé deve resolvé-la de forma

detalhada.

Fonte: elaborado pelas autoras (2023).

Com relacdo aos problemas que foram elaborados, trés grupos cria-
ram seus problemas e apresentaram a resolucdo. Destes, um elaborou dois
problemas, um de caréter totalmente matemético e outro que aborda uma con-
textualizacdo. Dos quatro problemas formulados, trés deles eram parecidos. Eles
forneciam a equacdo de uma superficie e solicitavam que fosse identificada a
quédrica (Figura 8) ou os tracos. E, nessa questdo, um dos grupos solicitou que
fosse feita a representacdo da superficie. O grupo utilizou o GeoGebra para
apresentar a superficie.

Figura 8: Problema formulado por G4
Fonte: Dados da Pesquisa (2023).
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A questdo mais mateméatica de G2 em que se dava a equacdo de uma
superficie e, pela resolucdo, desejava-se que fosse encontrado os tracos com os
planos coordenados, mas no enunciado foi solicitado para encontrar as quéadri-
cas em vez de cdnicas (Figura 9).

Figura 9: Problema formulado por G2

Conadere o (QuoJeatica.
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Fonte: Dados da Pesquisa (2023).

O segundo problema criado por G2, apresentou uma situacdo con-
textualizada em que se utilizava uma superficie cénica e um cilindro circular.
Solicitava-se para encontrar o raio do cone para que a altura fosse 5 metros
(Figura 10). Na resolucdo apresentada o grupo utilizou equivocadamente a pro-
porcionalidade, pois considerando um seccao transversal passando pelo vértice
do cone, as figuras envolvidas ndo sdo semelhantes. Esta interpretacdo de figu-
ras semelhantes estamos inferindo que foi realizada no momento que fizeram o
quociente entre raio e altura do cone igual ao quociente entre raio e altura do
cilindro. Observe que o problema formulado teria solucdo imediata, pois pela
forma como foi apresentado, o cone esté justaposto ao cilindro. Logo, o raio do
cone seria ser igual ao raio do cilindro.

- ‘ & 3#:— Sl o

N=EN2 d o
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Figura 10: Problema formulado por G2
Encontre as quadricas da equagao: 2x* + 4y* + z22-16 =0
2x*/16+4y* /16+2° /16=16

X}a+yia+ /16

Trocandox=0

Y4+ 73 /16=1

Temos a elipsea=+4 e b=+-2
Trocandoy =0

X*/8+7°/16=1

Temos a elipse a=+-4eb=2V2
Trocandoz=0

X8 +yHa=1

Temos aelipsea=+-2V2Zeb=+2

Fonte: Dados da Pesquisa (2023).

Por fim, dos quatro problemas elaborados temos que dois deles tanto
enunciado como resolucdo apresentada estdo corretos, que correspondem as
solucdes G3 e G4. E, de G2, ambos problemas estdo parcialmente corretos, pois
o primeiro problema (Figura solicita algo que ndo é possivel, que seria encontrar
as quadricas associadas com a equacdo dada, mas pela resolucdo inferimos que
confundiram a palavra quédrica com cénica ou traco. E, no problema contex-
tualizado (Figura 10), a formulacéo estd adequada, porém identificou-se erro na
resolucso.

CONSIDERACOES FINAIS

A nova sequéncia comecou com o uso de artefatos para ajudar na iden-
tificacdo dos tracos, sequido pela relacdo com as representacdes analiticas e
culminando na formulacdo da equacao que descreve o sélido. Essa abordagem
metodoldgica se mostrou mais eficaz para envolver os estudantes, pois partia
do concreto para apenas num segundo momento chegar no abstrato, assim os
alunos que conseguiram compreender como os tracos moldam a superficie.
A MEAAMaRP também foi importante, pois permitiu que os alunos usassem o
conhecimento que finham para transitar entre o registro no material concreto
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para o registro algébrico, sem a conducdo do professor. Eles precisavam obser-
var a forma fisica e identificar as curvas para encaixar na equacdo e vice-versa.
Assim, faziam tratamentos dentro do mesmo registro e conversdes entre dife-
rentes registros.

Apesar de ser uma turma pouco participativa e que, por ser final de semes-
tre, a maioria s6 estava frequentando as aulas pela presencs, julgamos que a
prética trouxe resultados interessantes visto que foi a primeira vez que a pro-
fessora da turma observou alguns académicos tentaram fazer o que lhes foi
proposto e entenderem um conteddo. No entanto, ainda ha aspectos a serem
aprimorados, como o tempo dedicado a realizacdo das atividades e a reducdo
do ndmero de problemas apresentados.
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